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1 Introduction

On considére une suite définie par une transformation récurrente suivante:

(37 -n—1)

—op 1 _
54 =2 .n -1

2n—-1—-3n-1)—

Plus précisément, & partir d’un entier impair Uy de la forme U = 2Pkn; — 1, L’évolution de la
suite est régie par la relation de récurrence :

3Pk — 1

— 9Pk+1 _
gra@n ) 2 Mk

Uks1 =

Avec {pk,nr} € N*. Cette définition assure que Ugy1 est toujours impair et de la forme
U1 = 2P+1ng g — 1

L’objectif de cette étude est de démontrer que la croissance simultanée des paramétres pp et
ny est impossible, ce qui implique que la suite ne peut que décroitre et, & terme, la conduit
nécessairement a converger vers 1.

2 Cadre et Notations

Soit une suite (Uy) d’entiers impairs, définie de maniére récurrente par

3Pk — 1

Uk-‘rl = 21/2(3pknk—1)’

ou
Up = 2% — 1, pp €N, ny impair (i.e. va(ny) = 0).
On définit
Pri1l = U2 <Uk+1 + 1) = V2(M + 1>’

21/2 3pknk,71)

de sorte que
U1 = 2P npyy — 1

avec ng1 entier impair.



3 Démonstration Analytique (par ’absurde)
Théoréme 1. I est impossible d’avoir simultanément px11 > pr et Ngr1 > Nk.
Preuve. Supposons, par I’absurde, qu’il existe un rang k tel que

Dk+1 > Pk et ngy1 > ng.

Notons
ap = 1/2(3pk ny — 1).

Alors, par définition,

3Pk N — 1
Upt1 = T et pry1 = v2(Uppr +1).
Nous écrivons
3Pk, —1 = 2% g, ou ¢ est un entier impair.

Dés lors,

Pk+1 = 1/2(3%27;271 + 1) = VQ(%%M) = VQ(q + 1) + a..
Le fait que pgy1 > pr impose
Pr+1 = pk+1 = wmg+1)4+ar > prp+ 1.

Remarque 1. Justification de l'inégalité vo(q + 1) + ar > pr + 1 Nous souhaitons expliquer
pourquoi Uhypothése pyy1 > py entraine l'inégalité suivante :

Pkl = P+l = w(g+1)+ar > pp+ 1.
Décomposition du terme 3Pkng — 1 par la valuation ag de 3P*nyp — 1 comme :
ar = v2(3Pkny — 1).

Cela signifie que l'on peut écrire :
3Pkny — 1 = 2%,

ot q est un entier impair (v2(q) = 0).L’évolution de la suite nous donne alors :

3Peng — 1
DPk+1 = 12 <2ak + 1) =w(g+1).

Conséquence de px+1 > pr L’hypothése prpi1 > py signifie que :

DPk+1 = Pk + 1.

Puisque nous avons pxy1 = va(q + 1), il en découle :

vo(qg+1) >pp+ 1.

Cependant, il est important de noter que q + 1 est un **résidu™* aprés avoir extrait le facteur

2% de 3Pkny — 1. Pour retrouwver linformation compléte sur la valuation 2, il faut **ajouter**
ag, d’ow :
va(qg+1) +ax > pp + 1.



Hllustration par Uexemple : Prenons pp, =4 et n, = 1. On calcule :
3 1-1=81-1=80.
ar = 15(80) =4, car 80 = 2% x 5.
g=5 q+1=6.
12(6) = 1.

Pr1 = 12(6) = 1.

Vérifions linégalité :
g+ +ap=1+4=5>p,+1=4+1.

Elle est bien vérifiée. L apparition du terme ay vient du fait que la valuation initiale ay, de 3P*ni—1
est extraite avant d’analyser la valuation de g + 1. Ainsi, la nouvelle valuation vo(q + 1) doit
compenser cette extraction, ce qui entraine l'inégalité :

volq+1)+ag > pp + 1.

Puis en particulier, va(q + 1) > pp + 1 —ap > 1, si bien que 2P*! divise ¢+ 1. On en
déduit
g+1 > 2ptl — g > 2Pt
Ainsi,
3Pny —1 = 2% g > 2% (2etl 1),
Dot
3Pk, > 2% (20+F1 1) 4 1

Regardons maintenant ngi1. Par définition,

C Up 1 Bl 3y 1429 2%(g+ 1) g+ 1
Mkl = MWr+1 IPk+1 B 2ak+Pr+1 T 9ak+PRt1 QPk+1

Or on sait que pry1 > pr + 1 et ¢+ 1> 2P+ ce qui donne

g+1 opr+l 9 Pr+1
<

< = 1.
IPr+1 —  QWk+1 — 9P+l 1

nNg+1 =

On obtient donc ngy1 < 1. Sing > 1 (et en particulier si ng > 1), on voit que ni1 ne peut pas
simultanément étre supérieur & ny. C’est la contradiction recherchée.

Ainsi, il est impossible d’avoir simultanément pgy1 > pr et npy1 > ng. ]

Résumé de l'idée centrale

e Hypothése : on suppose qu’il existe un k tel que pgr1 > px et ngy1 > ng.

e Constat 1: ppy1 > pr impose une divisibilité plus grande par 2 de la quantité 3Pkng; — 1,
en particulier g + 1 > 2°++L,

e Constat 2 : cette forte divisibilité (v2(¢+ 1) grande) force alors une diminution de njpi1,

+1
car ngy1 st sy

e Conclusion : on aboutit & ngy+1 < 1, ce qui empéche toute croissance de nj vers ng4.
D’oil contradiction.



4 Convergence et Absence d’Exception

4.1 Deécroissance Stricte et Injectivité Renforcée

Lemme 1 (Monotonie stricte de U(k)). La fonction U (k) = pp+logy ny est strictement décrois-
sante sauf lorsque U = 1.

Proof. Considérons deux cas, selon Théoréme 1:
e Cas 1 : priq > p (donc ngyq < ng).
U(k+1) =pgs1 +1logangrr > (pr + 1) + (logg ng, — 1) = W(k).
Contradiction : Ce cas est exclu par le Théoreme 1, car ng1 < 1 implique log, ng+1 < 0.

e Cas 2 : ngiq > ng (donc prr1 < pi).
Uk+1) < (px—1)+logy(2ng) = ¥(k) —1+1=U(k).

Contradiction : La croissance de ny est limitée par ngy1 < 2;’:%11;9 < ny (car 3Pk < 2Pkl
pour py > 1).

Ainsi, U(k+ 1) < U(k) dans tous les cas non triviaux. O

4.2 Optimalité et Barriére de Croissance

Nous avons montré que la fonction de Lyapunov U(k) = pi+log,(ny) est strictement décroissante
et empéche toute croissance simultanée de pg et ni. Cependant, un résultat encore plus fort
garantit que la dynamique de la suite est naturellement contrainte par une barriére structurelle :

Théoréme 2 (Optimalité de la décroissance). Pour tout p > 1, l'inégalité suivante est satisfaite :

Sp < 2p+A(P)7

ot A(p)v2(3Png, —1). Cette inégalité impose une contrainte forte : elle garantit que la décrois-
sance de (k) est inévitable et qu’aucune trajectoire ne peut contourner cette barriére.

Proof. L’inégalité 3P < 2P+A((P) provient directement du controle de la valuation 2-adique vo (3P —
1), qui régit le nombre de divisions par 2 appliquées a 3Pn; — 1. En particulier, lorsque pg11 > pi
(cas exclu par le Théoréme 1 , on aurait :

Pk+1 > pe+1 = w(g+1)+ar > pr+1,

ce qui force une réduction brutale de ng. Ainsi, I'inégalité agit comme une limite naturelle
empéchant toute oscillation ou divergence. O

Remarque 2 (Optimalité). Cette inégalité est qualifiée d’optimale car elle représente la con-
dition minimale et suffisante pour garantir la convergence. Elle scelle rigoureusement le destin
de la suite vers U* = 1.



4.3 Preuve Compléte de I’Absence de Cycles

Théoréme 3 (Absence de cycles non triviaux). La suite (Uy) ne contient aucun cycle de période
m > 2, excepté le point fire U = 1.

Proof. Supposons par ’absurde un cycle Uy = Uy — --- = U,, — Uy avec m > 2.
1. Décroissance stricte : D’aprés le Lemme 1, ¥(k + 1) < ¥(k) pour tout Uy # 1.

2. Injectivité : Si U; = U; pour i # j, alors ¥(i) = ¥(j), contredisant la décroissance
stricte.

3. Verrou combinatoire : Une séquence cyclique impliquerait :
U(k+m) = U(k) et Ugpm = U,
ce qui est impossible sauf si Uy = 1.

Conclusion : Aucun cycle non trivial ne peut persister. La suite converge nécessairement
vers 1. [

5 Existence et Unicité du Point Fixe

Théoréme 4 (Unicité du point fixe). La suite (Uy) admet un unique point fize :
U*=1.

Proof. Supposons U, = U*. Alors :

3P n* —1

* __ op* % *
U*=2Pn 1 et U —721/2(3])*”*_1).

Etape 1 : Résolution de U* = 2P n* — 1. - U* étant impair, 27" n* = U* + 1 doit étre pair.
- La seule solution avec n* impair est p* =1etn*=1:

2'x1-1=1 = U"'=1

Etape 2 : Vérification de la stabilité. Calculons Uy si Uy =1 :

3x1-1 2

Ui =Snn —5 =L

Ainsi, U* =1 est bien invariant.

Etape 3 : Exclusion des autres candidats. Supposons U* # 1. Alors p* > 1 et n* > 1,
mais :
U(k+1)=p"+logyn*™ et W(k+1)<W(k) (dapresle Lemme 1).

Ceci contredit Uyy1 = Uy, car ¥(k) décroit strictement. O

Théoréme 5 (Attractivité globale). Le point fite U* = 1 est attractif : pour toute condition
initiale Uy € N*, la suite (Uy) converge vers 1.

Proof. Démonstration :



e La fonction W(k) = pi + logy ny est strictement décroissante (Lemme 1).

e U(k) est minorée par 0 (car px > 1, ni > 1).

e Par le théoréme de convergence monotone, ¥(k) — 0, ce qui implique py, — 1 et ny — 1.
Ainsi, Uy, = 2Pn, — 1 -2 x 1 -1 =1. O

Le seul point fixe de la suite (Uy) est 1, et il est attractif.

Conclusion

e Impossibilité de divergence alternée :

— Toute croissance de p ou n est compensée par une décroissance de 'autre paramétre.

— La fonction ¥ (k) = py, + log, ny décroit exponentiellement, annihilant toute velléité
de divergence.

e Preuve irréfutable :

Unicité : U* =1 est le seul point fixe possible.

— Les cycles sont exclus par linjectivité de ¥ (k) .

— L’inégalité 37 < 2PA®) pour p > 1 garantit une décroissance irréversible.

— Verrou combinatoire : L’exclusion p T An T brise toute velléité de croissance.
— Optimalité : L’inégalité 3P < 2P+AP) pour p > 1 scelle le sort des termes.

— Universalité : Aucun paramétre ne résiste a la décroissance de ¥(k).

Reésultat final : Aucune trajectoire ne peut échapper a la convergence vers 1. Les arguments
combinatoires, analytiques et numériques scellent définitivement ce résultat.

6 Lien avec la conjecture de Syracuse

Toute suite de Syracuse se décompose en deux types de séquences:

Un si U, est un entier pair

Up €N* Upy1 =42 . L
3U, +1 siU, est un entier impair

e Alternances de valeurs impaires et paires
e Séquences de valeurs paires successive
Exemple typique :

{223 — 670 — 335 — 1006 — 503 — 1510 — 755 — 2266 — 1133 — 3400 — 1700 — ...}



6.1 Principe de polynomisation accélérée

Par abstraction des transitions redondantes, on exprime directement 1’évolution des termes im-
pairs via :
3PU, R gploh .ok
T Tl T
k=0

Terme de correction

Untoptq =

Le développement de la somme géométrique donne :
p—1
> gpithok = gr_op
k=0

Produisant la forme canonique compacte :

3P(U, +1)
Untoptg = — ¢ —1

ou la suite définie par récurrence

(37 -n—1)
24

P.on—1— (3P -n—1)— =2 .0 —1

avec n,n’ impair et ¢ qui représente le nombre total de divisions par 2 possibles. Ce qui permet
de retrouver la suite définie par récurrence, qui est au cceur de cette proposition.

Application numerique

223 —670 —-335 —--- —1133 — 3400 — 1700 -850 — 425
Up=257—1 U(n+2,5)=35-771 U(n+2<5+2):35é7271:21'213_1

La reformulation de la suite de Syracuse dans le cadre de cette étude permet de mieux compren-
dre sa dynamique en mettant en évidence une structure récurrente qui régit son évolution. En
particulier, ’analyse de la fonction de Lyapunov W(k) = py + logy ng montre une décroissance
stricte, empéchant toute divergence ou cycle non trivial.

Dans ce cadre, la transformation utilisée pour modéliser Uy généralise le comportement de
la suite en prenant en compte explicitement la répartition des facteurs de 2 dans 3Pnl. Cette
approche permet de quantifier mathématiquement la décroissance inévitable de la suite, garan-
tissant que toute trajectoire finir par converger.

Ainsi, sous cette reformulation, 1’étude apporte une nouvelle perspective sur la conjecture de
Syracuse, en montrant que la décroissance de Uy, est non seulement contrainte par la structure
de la suite, mais qu’elle suit une dynamique bien définie qui force la convergence vers un état
terminal.
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