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Enoncé

Soit un avion avec n siéges et n passagers avec n > 2. Chaque passager a un numéro de siége entre 1 et n et deux
passagers différents n’ont pas le méme numéro de siége. Les passagers entrent dans ’avion un par un. Malheureusement,
le premier passager a se présenter est ivre et il choisit un siége au hasard parmi les n siéges. Tous les autres passagers,
lorsqu’ils entrent, s’assoient dans leur siége s’il est libre. S’il est déja pris, ils choisissent un siége au hasard parmi ceux
restants. Le dernier passager a se présenter est un mathématicien. Il se demande quelle est la probabilité qu’il puisse
s’asseoir & sa place. Aidez-le.

Préliminaires

¢ : [1,n] — [1,n] associe a Pordre d’entrée dans I’avion le numéro du siége du passager.

© est une bijection. Si les passagers entrent dans ’avion un par un dans l'ordre de leur numéro de siége, ¢ est 'identité,
ce que nous supposons désormais.

Mais une étude plus poussée devrait tenir compte que les passagers ne se présentent pas nécessairement dans 'ordre de
leur numéro de siege.

o :[1,n] — [1,n] associe au passager ayant le numéro de siége n la place o(n) ou s’assied ce passager.

o est une bijection qui vérifie Vk € [2,n] o(k) # k=3l € [1,k — 1] o(l) = k}. On appelle 2 ensemble des o vérifiant
la propriété précédente. A chaque o de €2 on associe un réel P(c) défini comme suit. ¢ a au plus une orbite non réduite
a un point, celle de 1. Si I'orbite de o est réduite & un point (o(1) = 1), alors P(0) = L. Si o est telle que I'orbite de 1
est (1,751,572 - - jx) ou(l,j1,j2 ... j,n), P(o) = £ x n_j11+1 X n_j12+1 X n—jlk+1 x %. On va admettre que P définit une
probabilité sur Q (Il faudrait démontrer que » . P(0) = 1, ce que je n’ai pas pu faire).

Solution 1

Onpose Q={o € S, |Vke[2,n] o(k)#k=3ec[l,k—-1]o(l)=k}.

Q) représente notre univers, un o € ) représente une « histoire ».

o (1) = j signifie que le passager 7 s’assied sur le siége j.

Premiére remarque : il faut voir que toutes les histoires ¢ ne sont pas équiprobables.

Deuxiéme remarque : Si au cours du remplissage de 1’avion, la place 1 est prise par le passager j (j < n), tous les
passagers de j + 1 & n seront bien placés. Donc, quand le passager n se présente, soit la place 1 est prise, donc la place
n est libre, auquel cas o(n) = n, soit la place 1 est libre et le passager n doit s’y asseoir, c’est dire o(n) = 1.

Troisiéme remarque (on rappelle n > 2) : On pose Ey := {0 € Q|o(n) = 1}, et B, := {0 € Q|o(n) =n}. Alors E; et E,
forment une partition de € (car on a vu que le dernier passager s’assoit ou bien a la place 1 ou bien a la place n).
Maintenant, pour tout o de €, on considére T'(0) := min{i, o (i) € {1,n}}.

On pose F : Q — Q telle que F (o) vérifie F(o)(T(0)) = o(n), F(o)(n) = o(T(0)) et F(o)(i) = o(i) pour les autres i.
Autrement dit dans une histoire o, on attend le premier passager qui va s’asseoir sur le siége 1 ou sur le siége n et on
lui associe I'histoire F'(o) ou s'il prend le siége 1 dans o alors il prend le siége n dans F(o) et s’il prend le siége n dans
o alors il prend le siége 1 dans F(o). (On peut vérifier que F' est bien définie et a valeur dans ).

Alors on vérifie également que F' est une bijection (c’est une involution) et quelle envoie Fy sur E, et E, sur Ej.

On vérifie surtout que P(0) = P(F(0)). C’est le point clé du raisonnement et cela utilise seulement le fait qu’aprés T'(o)
Phistoire est déterministe, et que le passager T'(o) a autant de chance de choisir 1 que n puisque son choix est uniforme.
On déduit en sommant sur les o € Ey que P(E;) = P(E3) et que P(Ey) + P(Es) = 1.

On déduit P(E2) = % ce qui signifie que le passager n a une chance sur deux de s’asseoir a la place n.



.
SO].ut ].On 2 (C’est la méme idée que la solution 1)

Soit © Pensemble des permutations o de {1,...,n} telles que, pour tout k tel que 1 < k < n, s’il n’existe pas de £ < k
tel que o(¢) = k, alors o(k) = k.

La remarque fondamentale est que, pour tout o de €, tout entier k tel que 2 < k <n —1est dans o({1,...,n —1}). En
effet, ou bien il existe £ < k tel que o(¢) = k ou bien o(k) = k. On a donc o(n) =1 ou o(n) = n.

Soit 7 la transposition (1,n). Pour tout ¢ € €2, 7 o o appartient a Q.

La deuxiéme remarque importante est que la probabilité de 'issue o est égale a la probabilité de 'issue 7 o 0.

En effet, les événements Ey, = {0 € Q/o(k) = 1 ou o(k) = n} pour k de {1,...,n — 1} forment un systéme complet
d’événements d’aprés la premiére remarque, et P(o(k) =1| Ex) = P(o(k) =n | Ex) = 1/2.

La conclusion P(o(n) =n) = 1/2 suit de ces deux remarques, sans aucun calcul.

Solution 3

On note p,, la probabilité que, pour un avion de n personnes et n siéges, le passager n (le mathématicien, le dernier a
entrer) s’assoit a sa place. On note A,, cet événement.

Il est évident que py = % A partir de maintenant, on suppose que n > 3.

On note X la variable aléatoire qui correspond & la place du premier passager. On a A,, = A,, N (Up_,(X = k)) puisque
les événements X = k pour k € [1,n] forment un systéme complet d’événements équiprobables. On a donc évidemment
P(X=k)= %

P = P(An) = 35y P(Ax N (X = k) = 347y P(X = k)P(4,|X = k)

car P(A,N(X =n))=0et P(A,N(X =k)) =P(X =k)P(A,|X = k).

Si le premier passager s’assoit sur le siege k, 2 < k < n — 1, alors les siéges 2 jusqu’a k seront occupés par la suite du
remplissage. Puis lorsque vient le tour du passager k, il reste n — k + 1 siéges libres et n — k 4+ 1 personnes non assises
dans 'avion (en comptant la personne k).

On décréte alors que la nouvelle place de k est la place 1 (qui est libre). En faisant ga alors on se trouve dans la méme
situation qu’au début (car n — k + 1 > 2) mais avec n — k + 1 passagers et n — k + 1 siéges au lieu des n de départ (le
passager k joue le role du passager 1 et il va choisir sa place au hasard).

Ainsi on voit que P(A,|X = k) = pp—kt1 désque 2 < k <n—1.

D’autre part, P(A,|X =1) = 1.

Donc, pour n > 3 et puisque p,, = 2;11 1P(X =k)P(A,|X = k),

Pn = % x1+ % Zz;glpn—k’-l-l = % + %22;21 Pk

Ceci permet de montrer par récurrence que p, = % dés que n > 3 donc dés que n > 2 puisque qu’on a déja vu que

_ 1
p2 = 3.



