CHAPITRE IX

DYNAMIQUE DES SYSTEMES

IX.l. TORSEUR DES FORCES EXTERIEURES (CA
SYSTEME DE PARTICULES).

intért extérieures. Soit un ensemble X de n
a) Forces intérieures. Forces

t entre elles et avec les systémes matériels X/ extérieur: ,
1‘“-31'9-%15331;- extérieur). Les forces d'interaction des différentes P
el 1&2?: ;ilttst\tuent les forces intérieures au systeme . Les forc
:::: leactmn du milicu extérieur X' sur I’ensemble 2 sont dites

¥. La distinction entre forces extérieures et forces intérieures a

a

introduite aux § IILT7 et IIL 8.) . ,.
b) Torseur des forces extérieures. Soit f; la force d’origine eansd

sant sur la particule i de I’ ensemble (1 =1, 2, ... n). A llnstant,
rentes parncules appartenant a ¥ sont situées aux points M. _Mm_

M. i
A l'ensemble des forces extérieures f?a on associe le torseur des
extérieures F ¢y, défini 4 chaque instant par sa somme (ou résult
F — ﬁ
i
et son moment résultant en un point O :

d:fz, =Z 0__)Mif\ﬁ
i

IX.2. TORSEUR DES FORCES EXTERIEURES ((
SYSTEME QUELCONQUE). '

Soit maintenant un systéme X quelconque : solide, milieu
solide ou fluide limité par une surface fermée &. Nous
1 action mmamque exercée par le milieu extérieur ¥/ sur le systé

déerite & chaque instant
par un torseur % é
dont nous allons préciser la forme, s ind P o w_ i &

a)Sommg o résukaﬁ;e_ La somme F du torseur % ext 8

Sl vacmm ] jfm,ds

: (dﬂ. est un élément de volume ¢

tdesurﬂ;mmm j S B PREs L
\ point M’ de y e,
1ume lumté par 13, Bmface P Fmtég_;

DYNAMIQUE DES syst

Dans certams cas, on est amené 3
linéaire de force ﬁ(M) (exprimée en N

o fﬁdl (dl

oit l'intégrale est prise le Iong d
Electromagnétlsme, lorsqu’on e A
gant sur un circuit filiforme (101 ,dg apl

Lorsque les densités sont tres
ailleurs, on parle de forces loc

b) Moment résultant. Le mo

7= [ o

La fonction CU(M) est. app__
fonction n’intervient pas dan&“' |

Les expressions (IX.3) et
ment au cas d’un systém

de (IX.3) et (IX. 4) car on vgxiﬁfg;

__, Couple. Un torseur force.
My est alors mdependan‘t‘ e
moment % — C.

Exemple : ai-}‘; =

¢ qui justifie pour

LOS ﬂxprqss].ons- Ixal
de P'action meeamqu, :
le cadre. de ce mod&&* 1;}.
C"(M) par des lois L%

I faut insister sur le

Constryjte a partir d
Ondamentale

W systéme, clest-d-d
€ une d;smbmwn ¢
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sme 2 sont dites équivalentes si leurs 'tOI”Se}ll'S assolciés sont égau_;g
A uall'3 ce ne présente véritablement d’intérét que si le systéme %
goq;;:l‘; i?d;formable- Dans le cas de militfu‘déformahlfa (solide ou
cette équivalence est sans intérét, car, en général, le.:a aolions locales
distributions de forces se traduiront par des effets differentse

IX.3. ADDITIVITE DES FORCES.
Si plusieurs systémes matériels Xy, Xy, ... agissent simultanémer
le méme systéme matériel 3, il y a additivité en chaque point des des

j_‘:,,(M), ﬁs(M), E?u(M) relatives a l'action de chacun des systémes 3
De cette additivité locale des densités, il découle immédiatement 1’ad
des torseurs, soit :

FE 2+ ... =>E) =2 F (Li—>2)
ou encore :

B St >3) =2F (5 >3)

(somme)
My (S + 2+ ... >5) =My (Bi—>3)  (moment résult

IX.4. EXEMPLES DE DISTRIBUTION DE FORCES.

Rappelons, sans détail, quelques lois physiques précisant des distributio
de forces. o

a) Densuté volumique de forces.

o Forces de T e '
GIEes O pesantour s JoM) = u(M)g ou p(M) est la masse 3

en M du syste t o I'i Sité
L (pzids)m:e et g I'intensité de la pesanteur supposée uqu

i f f IMM’?“‘ S f f IE‘M’ e

etlz m é g I 1
oment résultant en G (centre d’inertie) :

. 7~ f Sinun gas — ([ [ [t uon s "*

car

16 de courant en M est (M) ot lo cha

Fon <jonAsen,

do

b) Densité volumique de couple
an champ magnétique, expérience

mique de couple : _
‘_}(M) caractérise les Proprfétés de

deur est le moment magnétique

J’aimantation.

¢) Densité superficielle de for
o Forces de pression électro:
sur un conducteur en équilibr

— 3
ot la densité fy(M) a pour exp

ot o(M) est la densité superficiell

en M, perpendiculaire a la surfa
e Forces de pression exe

d’un solide placé dans le flui

culaire a la surface du solid
rieur. Le signe — indique ¢
électrostatique, la force :

s’exercant sur la surface
pressante).

exercée par un champ
teur di placé en M e

.

d’on la sommeu])?_ po

Dans ¢e cas, la dist .
ot le moment vaut :
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Le vecteur ?LX caractéristique du circuit est appelé moment magné
e vec

du circuit (voir Electricité 1, par J. P. SARMANT, p-. 165-166).

5. LOI FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE.

h
Nous considérons le mouvement d’un systéme matériel qu'el'cqn.
relativement a un repere galiléen (85). = desx.g‘ne une p?me g}eelcon?u&
s que & n'échange pas de matiére avec I'extérieur, cest-
Nn::mlessug})ﬂ'oés:;ns ¢léments matériels qui dé{_inissent 2 restent les mém
g:urs du temps. Dans ces conditions, .?.‘. est dit un systéme fermé. Nm: ©
nerons au chapitre XI le cas ou ¥ échange de la matiere avee I'ext
(systeme ouvert). ; o |
Désignons par Z(s) le torseur dyuamlqt:‘e associé a 2 a chaque insty
dans le repére (S) et par F oxt le torseur decnvanl: les actions exté
Jexercent sur 2. La loi fondamentale de la Dynamique S énone ol

IX

Pour toute partie fermée X d’un systéme matériel quelconque don
mouvement est rapporté a un repére galiléen (S), le torseur dynamiqu
associé A chaque instant ¢ & X est égal au torseur des forces extériev
sant sur %, soit : 3l

9(3] = Fext

La relation (IX.6) se scinde en deux relations vectcirig]'l_'egs
T’égalité des sommes et ’égalité des moments résultants des deux
e Egalité des sommes :

my(G)s = F

mdémgnant la masse de X. La relation (IX.7) exprime le théo
d: inertie, Cette relation permet de déterminer le mouvemen
- d’inertie G du systéeme ¥, comme s’il s’agissait d’une parﬁcﬂlel'i
= L) . “ = 1 S :
surlaquelle s’exercerait la force F,somme des forces extérieures s’ exergar

_ s extérieures | &

® Egalité des moments résultants :

S0 . . Dys) = ';féo-. g

us réserve que O soit fixe dans (S) AT
g s Ace M SOl fixe dans (S) ou que »(O
particulier si on choisit G pour point 0), '0_12 a vu,?' '(11'1&:(('§").(§’_)'_:][{[_ |

La relation (IX.9) exprime le théordme
L iien (5),
Les relations (IX.?) et (I‘X'g) iy
uvement pour le systéme X, au :

mo

Remarque. Il convient d’insister
[X.9) sont indépendantes : le
par (IX.9) n’est pas une conséquenc's b
par (IX.7). La Dynst;mc;[ue de la
comme un cas particulier régi par ;f%;_
suffisante (le théoréme du moment ci
J’avons vu (§ I11.5.b), qu’une c

[X.6. CAS DE LA STATIQ

La statique étudie les sy
relation fondamentale (IX.6)

soit :

Remarquons que la r
bléme de statique, mais de.
priori, au repos. ;

Soit (B) le repér |
galiléen (S). D’aprés le

D'autre part, le
fondent puisque (B)
On a ainsj -

La relation ( 9

le Tepdre (S)) donne
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soit, dapreés (IX.11)

dcr(u)) s
dt (B)

qui exprime le théoréme du moment cinétique en G dans le repare
T

centrique. o est le moment résultant en G ‘iles fo.rces extéri?ures app
3 ¥. Ce moment est indépendant du repere (invariance du torseur de:
dans un changement de repére guelconquf;).

1l est souvent plus commode d’exprimer lehthéoréme du momen
tique sous la forme barycentrique (IX.12) plutét que sous la forme initia

(IX.9).

IX.8. CHANGEMENTS DE REPERES.

Etudions comment se transforme la relation fondamentale (IX
un changement de repére. b

a) Changements de repéres galiléens. Le torseur dynamique reste in
dans un changement de repére galiléen puisque les accélérations
rents points sont inchangées. Compte tenu de 'invariance des fo
fondamentale s’exprime toujours par :

‘ Dis) = F ext

qui garde ainsi la méme forme dans tout repére galiléen : il y a
de la relation fondamentale dans un changement de repére galiléen.

b) Changements de repéres non galiléens. Soit (R) un repére
et Yy le torseur dynamique d’un systéme 2 dans ce repére. .

point appartenant a 3, on a, en vertu du théoréme de Coriolis : =i
= YM)) = y(M)m) + ve + Ye

2 :
"rle et ye étant respectivement I’accélération d’entrainement et I’ace
de Ca_n'phs pour le point M. On en déduit, d’apreés la définition
dynamique, la relation : o

— D& =D + De + e oy
0D, ot G dée ol _ e
£ o désignent Tespectivement les torseurs des quantités d’ac

Bl e Le caleul explicite de ces torseurs est,

Dy = F ot

Do) + Do+ Do = F oy

DYNAMIQUE DES gyst

[a relation fondamentale n’est donc pas j
Jo repere non galiléen, & moins _d‘inéh?“e |
Jo torseur des forces extérieures. Maxs co
faite au paragrapho LV 10 SHESEEGEE
nification particuliére et il n’est p
. lassique, de les assimiler

mécanique ©

Considérons deux systémes maté;

conque, la loi fondamentale applic

‘97(22 -—)'E]_) déSigne le tOIS’eur' . éﬂ_
le torseur des autres forces extériew
est le torseur des forces d’inertie re

f%xt-i-:,

Pour le systéme X —I—.Z._g,

s’agit de forces intérieures au
et (IX.16), on obtient :

; Cette égalité, conséquence
Uaction et de la réaction sou
La relation (IX.17) est q

s

Conséquence : Le torseur
Cette propriété découl
forces intérieures (qui déer
Systéme considéré).

< B
IX.A0. THEOREME DE

ta Noug généra]iaons;-. ALTE
l’éme I.natériel queléo 1
nergie Ginétique)'

a) Cas dun solide.

(maSse m) dans lﬁ_ m 2
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Compte tenu des relations (IX.7) et (IX.12), on obtient :
ey ey - ¥+ 8l e
1
Soit O un point que!canque lié au sohde, on a: ;
H(G)e = v(0)) + QA 06
et

o T = e
Mo =My + RAOG
oil Q(t) désigne le vecteur instantané de rotation du solide dans son

vement par rapport au repere (S). A
La formule (IX.18) peut donc encore s’écrire :

KO _T0)w - F + 00 My =2

(IX.18) ou (IX.19) exprime le théoréme de la puwsanc& cinétique
solide. On notera que, dans ce cas, les forces intérieures n mtervie_
Le second membre de (IX.18) ou de (IX.19) définitla puissance 2
extérieures*. L'expression de la puissance, dans le cas d’un
intervenir que le torseur des forces extérieures. _
Si le solide est soumis a plusieurs distributions de forces
décrites par les torseurs %, la relation (IX.9) compte tenu de I
des forces donne : :

oit Z; est la puissance des forces Fi.
La relation (X.19) donne, entre les mstants tett -+ dr

dKg) = v(O)(s)dt - .,&’ o .Q(t)dt = Pdi =W
d’ou, en mtég:ant entre deux instants t, et ¢, :

B s o

Ks)(ts) — Kes(ty) =j- F.o(0)s dt + J-v#o - Q(t)de

@ g : :
) et (IX.21) expnment le théoreme de I'énergie cinét

wmégrale du 2 membre de (IX.21) définit '
let
agissant sur le solide entre les ; mstmltsetl et 32?5:3:@ W deefens

slh ty :2. : '
L_W J 4 _[ E. ﬂ(-O)tsa_dt'ntf T . Oyt

S cas Pmlcuhers. Tad ey

dela [;artlcule. Le théoréme de l’én
(e dt s *éerit ¢ :

Hil r = V dt est le déplacement
[
tion, 0N obtient @

ou encore ;

.

o Koy — E K_i(s),‘?-s..‘:

s -
le repere (S) considé
sance cinétique pour I’
la sommez P conne‘ltﬁf

qui sont des forces i
INtérioyres | nest

théordme ¢
est el 23
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u de la puissance cinétique que L'on baptise pu
Pour un solide déformable ou un fluide (m
forces intérieures n'est pas nulle et intery

(est cette expressio
de la distributton des forces.
continus) la puissance des
dans I'énoncé. _ J
tme de la puissance cinétique dans unm i

De maniére générale, le théor an,
teme quelconque par la relation :

galiléen (S) se traduit pour un sys
dK(s)

—_ = ﬁint + ?ext
dt

soit encore :
I

iy 2
K(S](te)_K(S)(‘l) — | Pindt + | Pextdt = Wint + Wext
. i Lt

s Remarque. Si on raisonne dans un repére non galiléen (R), les re

' précédents demeurent, a condition de tenir compte de la puissance des
d’inertie. En fait, seul intervient la puissance des forces d’inertie.
nement, la puissance des forces d’inertie de Coriolis étant nulle. On le
facilement dans le cas d’une particule de masse m : :

- —5 o
fo=—myo = — 2 m Q1) Avy

o >
ot Q(t) est le vecteur instantané de rotation du repére (R) dans son m
vement par rapport i un repere galiléen quelconque. On en déduit la p

sance de la force de Coriolis, soit : e
fe - vy =—2 m(Qt) A vw) - vr) = 0.

Pour un milieu continu quelconque, il suffit de décomposer e
en éléments de masse dm. B

IX.11. ENERGIE MECANIQUE.

Létude faite au p . 5 A
P aite au paragraphe II1.8. se généralise 4 un systéme
quelconque. Entre Iinstant ¢ et Iinstant 1 - dt, dans le fep?ri-._*

- lethéﬂémﬁ 5 . el i
3,ecnt’: e de Dénergie cinetique pour un systéme matériel

= dK(s) = SWint + dWess.

existe une fonction U des paramatres de position du systém:
_ SWint = — dU SEapee
Bna, dans ces conditions : _
i d(K) + U) = SWoyy

el

R 4
_K({Q -}e Uegtj Wgwmmqusdu S\}{stém,eg o AN

fxemple de fonction U. Soit un :

s .
nteur g uniforme. La relatio
repére terrestre (suppo

dK¢) =
dt 458 B

de pesa
dans le

puisque ﬁ/f?e =0 (§ IX4.2.).

pas dans le calcul.

On en déduit :

avec :
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U

[X.12. METHODE DE RESOLUTION D'UN PROBLEME
MECANIQUE®. |

La résolution d’un
I'on procéde par ordre.
au schéma suivant : y : e

o Découpage (éventuellement) du systtme X étudié en différen s 8
systémes Biy Bigy »0 oy Zn. : S e ! i

e Analyse des forces extérieures agissant sur .-..fl. Zys - ooy Zne Si le
wlest pas galiléen, il faut également mtl:o-dulre les o‘rces._d inertie. Les
de contact, ou plus généralement de liaison, sont a priori inconnues.

e Appliquer a chaque sous-systéme X, X, Xy, la loi fondamentale,
a-dire le théoréme du centre d’inertie et le théoréme du moment ecin
Il est souvent commode d’utiliser le théoréme de I'énergie cinétique
I’avantage de fournir une intégrale premiére mais présente l'invonve
de faire intervenir les forces intérieures. Tenir compte également du thé

de laction et de la réaction et des relations cinématiques imposées
liaisons, Il est commode aussi d'écrire le théoréme du centre d’inert
le systéme global X,

pmbléme de mécanique est grandement fae;
D’une maniére générale, la résolution peut se rg

o Projeter les équations vectorielles obtenues. La base de pre
n'appartient pas nécessairement au repere utilisé. Elle doit étre ch
sa simplicité, Cette opération de projection fait intervenir la formu
mentale de dérivation vectorielle :

q ‘_‘ ,

dA dA s a5

—| = AT
(d‘)m (d‘)m + Qaiem

® On obtient ainsi un systtme d’équations différentielles du 2¢

rapport au temps, dont la résolution nécessite la connaissance des
initiales.

| -La. difficulté des problémes de Mécanique vient de la grande t
trébucher sur l'une ou I'autre de ces différentes étapes. Le lecteu
Zt:pt:: d’exemple, se reporter au probléeme X.10. qui illustre ces

Un solide astreint a rester en co
liaisons. Ces liniaons- ont pour effe
liberté du solide, soit n = 6 —p, les
6 paramétres décrivant la positi

L’appui, qui assure le conta
corps ou de tout autre maniére
ponctuel si la zone de contact se réd
3 cause de la déformabilité des e
Le contact ponctuel s'effectue tou
préfémblc de parler de contact qu

X.2. GLISSEMENT. PIVOTEME

Soit deux solides X et X'
point de contact des deux sa
purement géométrique des poin
considéré et appartenant

Relativement au repére (2
tenant au solide £ a pour ¢ p

'5(1\!):1;

ol Hﬁﬂﬂ(:‘.’) est le vecteur i
(X') a I'instant t. k
La vilessa-;(]x)m')-ui ?

le solide X', L'absence de glis
ce cas, axe instantané
rapport a (X) passe par I
Seit [1 | :

e plan tangen

en L. Décomposons Ozy),

En absence de g
— 8i 'ﬁ' £44 0’ r X
(rouleme“t): ‘ -.x’

= si\ff, =0, l’ .
IN (pivoummt)". :
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X.3. LES ACTIONS DE CONTAGT

torseur ﬁ:rce 3"{2’ —>2) de somme R(Z'.' —>E) et de moment T

.#1(2‘. —X). Le torseur Z (E —2') des actions de contact ex

~sur’ est égal A tout instant 3 — Z (X' —3) en vertu du thém_‘ém
et de la réaction.

11 faut Temarquer que pour un contact ngoureusement ponctu

B "necesaa:xemenx..ﬂ'; == 0. L’existence d’un moment uﬂﬁ?ﬁ' 0 indi
- tence d’une aire de contact. Le torseur Z (X' — ¥) est associé a
tmn mﬁmeﬂe de forces fs(I) au voisinage de I, 'I

b= \ —

. (= +E) du torseur ﬁ'(z’ —2) est appelfe re k
I __oaons R(Z —kE} sur le planII et sur la normale

R ~Z) = Pe,E o RN.
3 RN ﬁst appelée

ACTIONS
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X.4. LoIS DU FROTTEMENT. .

lois du frottement de glissement, de pivote el
ns que ces lois, trés approchées, ne sont \ara]m“m
est-a-dire en I'absence de lubrifiant.

Nous distinguerons les
et de roulement. Souligno
que pour des contacts @ $€¢,

a) Frottement de glissement. Les lois du frottement de glissement-a?é"

cent ainsi (contact quasi ponctuel) :

o Si la vitesse de glissement n’est pas n
les propriétés suivantes :
— elle est de sens op
glissement ;
— son module satisfait a ’égalité :
- o
|Rx | =f| Rz |
Le coefficient f est appelé coeffictent de frottement de glissement.

ulle, la force de frottement pos

osé a Ja vitesse de glissem E s’oppose
e g ent : elle s’oppose

i e Si la vitesse de glissement est nu i L v :
g ( lle, on a 'inégalité suivante
| ] g e suivante :

Le coefficient f; est voisin de f et lui é ent supérieur
s T ui est légérement supérie
commode d’introduire I’angle de frottement g, tel que tg q:-s _;;!e o

ACTIONS DE oo.ﬁﬂoﬁgﬁ;ﬁ;
1 revient alors au méme de dire que I: :
Y tone de sommet I, de révolution

sommct Do (cane de ftottemen't)__ . d
e valeurs des coefficients f et
contact. Ils sont d’autant.P_lzn 0
oo plus grande. A la limite, pour d
de frottement), les. coefficients f et f‘ )
serait alors nécessairement normale lgﬁ

idéal.

la réaction ﬁ P sur ;
. Opp

Insistons s
istons sur le
coefficients 0 et fo
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— Ona:

- -
Id{{!NIZk|RN r

Le coefficient k, homogene a une longueur, est appelé coefficient
tement de pivoiement. |
o i t), on a linégalité :
e Si Qy = 0 (absence de pLS)temen £l G g
]a{{ IN | < k, l Ry

le coefficient k, est voisin de k et lui est légérement supérieur.

roximation, le coefficient k et k; ne dépendent

E miére a )
i 2 en contact. En fait, k et k;, dépendent de l'app,ﬁ.

nature des surfaces |
outre, k dépend également du module | Qy | de la vitesse angulaire d.
tement. La encore, il faut souligner le caractére approximatif des 5_,

précédents.

¢) Frottement de roulement. Les lois du frottement de roulemen
formellement identiques aux lois du frottement de pivotement. v

o Si O — 0 (roulement), le moment .#; satisfait aux prop
vantes :

e et
— M 1 est paralléle et de sens opposé a Qp : les actions de conta:
sent au roulement. ;

— Ona:

M| =h|Rx}|
Le coefficient h, homogéne également i une longueur, est appel
de frottement de roulement. ' :

®SiQy =0 (absence de roulement), on a I'inégalité :
o AR
le coefficient h, est voisin de h et lui est légérement supérieur.

Les coefficients h et
de la nature des surfaces

ho ne dépendent, en premiére approximati
ure des surfaces en contact. En fait, ils dépendent :
) Les lom_: précedgnte;a_du frottement de -.éﬁssemgn; et d

Eu“’tﬁmmll: supposent dps_-c'qn!:ac'té quasi ponctuels, Dans le
aind iy oo aonreeks Meme i Yappuiest vmiformément
méne es ; géngrdmm mehquéfp est uniformément

o pivotement ou roulement selo

Goit encore :

— o = A

ﬁ + _R'm =au BN + RNa. =) :
T

Iindice @ S€ rapportant au torseur %,

Les inégalités précédentes peuvent don

| Rea | <Jo | Brals [Eim-._l

Dés que I'une de ces inégalités n’est plus

X.6. PUISSANCE DES ACT
Soit deux solides X et X’ en
mouvement est rapporté au rep 5
La puissance des acﬁons_: de

expression : - R
o :
Prw) = (v(Iz)w) - R

la puissance totale des acti
chaque instant : by,

P =P +.
o +M

U(Ig)(m) — :(Iz’)(n) r,dB g
sur le solide 3’ et O

mouvement relatif de
outre, les lois du frottems
dssurent que Z < 0. D’o

En l’ahquc_e de
. e
7 demgx_lar_;t' la f’a e
Si en outre Je solide
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x.7. OSCILLATIONS AVEC FROTTEMENT DE  GLISSE
(FROTTEMENT SOLIDE).

repose sur un plan horizontal ¥’ et
de la part d'un ressort a une force de rappel (fig. X.0).

L’appui est aniformément réparti et on suppose une a
coefficient du frottement de glissement f (que nous Gonfondmn;
tout point de 1a surface de contact. TR

On étudie les oscillations du so
(mouvement de translation).

Le solide =, de masse 1,

lide parallelement a I’axe ho: :

Soit dS un élément de surface de X en contact avec le plan E'
exercée par 2 sur la surface dS s’écrit © M

dR = dR; + dRx

avec

|dRx | = f|dRx |

X

557
Fic. X.6

L i, :

es différents vecteurs dﬁr distribués sur la surface '”"

. %

direction opposée 2 la vitesse de elis 52 co-- )
glissement v du solide 2 (é -:['

s o
nt ainsi méme direction et sens
I

Dans le r
epére (X) lié au plau la relation de la Dyuarm
F est Ia fo mT_R+F+mg
orce.
s exeree par L xesort, mg e poids et
oty

olide dans le r. é,gc,];m
'-’Pem(z)sup 056 . 2
Itlpro}ectmn de (X. 14) surpl: vei?nl::lin'Odeest o :
| on.n.e

a) Conditions d’ équilibre. Soit x I
point quelconque du solide a pour valeur 4
; xl

A I mstant
t = o a},
Sixy < a,le sohde ?;

etle solide va
se m
tion (X.17) sécme,t Wm

a
vee les °0ndit.io ns im
Onen déduit:

Détel'l'!linon-g; :

Soit .
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. * n :
: ur valeur a l'instant &
*élongation ¥ & pY =, =
L’élong xl:__(xo__m)—[-a—-% Xoe
- < o puisque x, > «. Le solj
: nécessairement X
Si % > 0, on a

en équilibre : il <immobilise pour ’allongement x. ,
i .y ] 4
R Pétre passé par sa position d’équilibre en l.absence: de frott
memeo dg_“: 2 0, soit % > 2% deux cas Somf i considérer. 81‘2,; <z
(x= -).0 l>1x >’__ % ou encore |x1 ] < rx;.ll_ y a,alm:s- équilibre, it
u’nimamlmbi]isan: apres étre repassé par la position d’équilibre en I'abs
5
frottement.
Si10>3“10nalx1‘>a’ P s, S ! 3
s x > 0; la vitesse x est alors positive et I’équation du moy

donc, dans ce cas,

<=

ot le solide repart en sens inverse, c¢’es

dans le sens de
ment s'écrit : =
x - wpix = — qag’ (e=—1)

d’ott : ‘ .
x = (%, + @) cos gt — « h

en prenant pour nouvelle origine des temps, l'instant t;. La vites

4 el 2
i nouveau a l'instant t’ = 5 et ’élongation vaut alors :

t=— (o) —a=—1—2u=1x sl s
Si 30< x,< da,onax, < 0etle solide s’immobilise, sans étre
par la position d’équilibre en l'absence de frottement (x
4o < %)< 52, 0na x5 > 0 et x, < &, le solide s"immobilise apres
par la position x = 0. Si xy > 5a, le solide repart vers la gauche et
sion se poursuit comme précédemment. 2
On trouve ainsi pour Jes élongations maximales (positives) : %,
... %y— 4 no (n entier) ..., et pour les élongations minimal négatiy
20— %, 60 — x;, ... Le solide s'immobilise dés que 'une de ces on
est en valeur absolue inférieure a . e,
- La période de chaque oscillation est T. Les amplitudes v
gression arithmétique décroissante en valeur absolue, de raison
aeeLe graphe représentatif de x(1) est formé d’arcs de sinusoi
aux sommets (fig. X.7). Les sommets sont alignés suivant d

modu]

ACTIONS DE conTacT entRe SOLIDES
symétriques de pentes -1 4 et

4y ¢ milieu dy e T
Poillt 01 d’OI’dODﬂ.éB o3 le dﬁll_‘xié G W ¢ ey 30 Q\B‘t 1@ P ek
milieu le point O, d’Dranné_e.f :'a::c__q'lll‘;?” raccorde au premie =T
extremum tombe dans la bande dﬂu’m 5 ﬁolules '

Premier arc de sin

On entraine le solide 3, de masse Fh
hauteur h (fig. X.8). Ainsi l:ancé?asse i

Oﬁ v est la Vit@ .
"Présente I’éne

Tectement de la
© constant
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e absorbée compli:temcnt par frottement

gie es
la distance d soit *

ment, sur
= M (m, --ﬁ"q)gh — fm,gd
my + My
d’oun : msh
e e
f= i & (g + ma)d
ou encore H m d 1
= s R
”ﬁ(““mz) (“'h) 2
On doit ainsi vérifier qu’ appro:dmativement o, (ﬂ) reste constan
valeur de f.

aleurs nuMEriques de f : contact métal-mé
bois sur bois, i 0.40; contact acier g

Donnons quelques v
dépendent beaucoup des co

de lordre de 0.2; contact
frein, [ = 0,35. Les valeurs obtenues

expéri.mentnles. .

9. ROULEMENT D’'UNE SPHERE SUR UN PLAN INCLINE

ent d’une sphere homogene Z, de rayon a, d:

- Ftudions le roulem:
le long de la ligne de plus grande pente d’un plan incliné fais
avec le plan horizontal. Nous supposons ’existence de fro

sement (coefficient f) et de frottement de roulement (coeffi
Le torseur des actions de contact exercé par le plan sur

caractérisé au point de contact 1 P:ﬂ.'f la réaction-i{ et le moment resu

Le mouvement de la sphére est rapporté au repere (2') lié]au

galiléen.

Le théoréme du centre d’inertie s’écrit :

= = ==

R 4 mg = my(G)x)-

ACTI ITACT EN? .
ONS DE CONTACT ENTRE SOLIDES
=NTRE soLIDEs

i

Le théoréme du mouvement cinétique, par r
sphere, dans le repére barj(centriqué"”’("];"); j

J G(B.)
dt [

avec @

ol ?f est le vecteur illSta_nt'gﬁé dﬁ e
(et dans le repere (=) 'ne de rotati

L’équation (X.19) Sécrit ainsi

(X.18) et (X.21) sont les équ
équation cinématique. :

a) Hypothése du roulement | ;
P’axe instantané de rotatio

e

L’équation (X21 @

On obtient

k.

d,l){l .
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En vertu de la loi du frottement de glissement, le ronlemeng i
n ! I
ment n'est p0551ble que si a
| Bl < f (nous confondons f et f5)
'Ry |
soit :

1 5h
tgo ééf*'z& = tgal.

1l faut donc queé P’angle « soit inférieur @ «. En Labsence
ment de roulement. il suffit de faire h' =03 ’ .

On peut également retrouver les résultats précédents en écrivan

P ou mieux, le théoréme de la puissance cing

r2me de |'énergic cinétique, |
On notera que dans ce ¢a% ceul le frottement de roulement absorh
puissance 0w de D'énergie, puisque la vitesse de glissement est i
b) Hypotheése du roulement avec glissement. Si o > al, il faut sup
roulement avec glissement. L’équation cinématique (X.25) est alors
Mais la loi du frottement de glissement donne :

Bx -_—-'fRy = -—ﬁﬂg cos oL,
! ~ Léquation (X.24) s'écrit ainsi @
[ 2 y
b'e 5 mate = fmga cos & — mgh cos a.

De méme (X.23) donne : \

mo — mg(sin o — f cos ).

mct La relation cinématique s’écrit :
—

o(Iz)y = v(G)en +5A Gl = ﬂgﬁ':

soit :
Vgl =¥ — Ao (vitesse de glissemen_t)

bva=bas A = g(sm % — éf'cﬂ's o+ g b cos w«)
a :

Linégalité (X.26) mon iy R B

mdl = A ) montre que vgl > 0. L axe mstantaII€ &

pe:pon e trony 5 Phn;de -l-f? figure et passe par le point H, tel qu

S ﬁﬂttcm.en dc gluﬁi Ié‘_“.lhats par un raisonnement éner; -

o aeces X.8 ot X.9 complotent Pétude de ce -

EXERCICES

Bl lcinel 6 L : _
Ses 2., et 2., de poids ifs P, et P, re
ttement comme il ;;:ﬁt;f:rll,;ew e

0 avec le
t-il en m

ACTIONS DE CON -
N'TACT ENTRE s¢
RE SOLIDE
- - i o s

Application numérique.
fo = 0;20; o = 459,

— Caleuler cette valenr o
aleur minimale poue
- Mmimale pour P, — P

sera que pour tous les con

solides au repos) a une méme vale
de f, et de I'angle 0. .
Application numérique. E' :
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forme horizontale animée d’
=

Jération v, par rapport au rep

_génératrices du cylindre (fig. X.13).

. cette hypothese, l'accélération du centre d'i

plateau.

* valeur f, = 0.30. Quelle est la valeur maximale de Yo compatible avec
du roulement sans glissement ? On prendra g = 9.8 ms 2.

DYNAMIQUE

Fic. X.12

X.4. Un cylindre homogene de rayon a et de masse m, est placé sur
¢ un mouvement rectiligne uniformément accéléré,
= Tt

¢re galiléen (S). La direction de y, est perpendic

10 On suppose tout d’abord qu’il n’y a pas glissement du cylindre. Calcule
nertie du cylindre dans le re

90 Le coefficient de frottement statique du cylindre sur la plate-

OONOooee\ NN
Fig. 0X.13

U Ol T e S '
X5 Un disque cylindrique homogéne de poids P = mg, animé d
de rotation uniforme autour de son axe horizontal, de v _f;t_es__':_'_ﬁg' ngu

vement Bie salilse 7 - .
(). Le pf,;gde fro (8), est mis en contact avec un plateau horizontd
i;ez.a&'z?.mde‘m"-‘-'.-E.._..“‘?“‘_d@e:slimment.du;cyhndm sur le pl

A‘N i de temps le cylindre se met-il & rouler sans glissement

AN =5 =98m s = 030; rayon du disque R — 4 ex

i

ACTI
TIONS DF OONTAGT el RE Iar e

le signe des réactions normales et & _
i t égale ; MARIEL
puissance des forces d‘e frottement gourmlznt. lgs vite
et les deux cylindres. Etudier le signe d-"'"f.e:i E?B;ﬁmg_
précédente. e de . ; :

X.7. _yn plateau P horizontal
lération vy, constante relativemen
méme masse m, posés sur le platea
La longueur au repos du ressort est
les solides X, et X, étant im. sile
de glissement caractérisé p(_.).ur'-
Yy une force horizontale const

. X.8. Une roue
dérée comme réparti
rfayon r et roule sur des
glissement du moy 1 su
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10 Etudier le mouver
cement et que le frotteme
male tp Q€ I'on peut do
Quel est le temps mis Par

ayant la valeur limite &y ©

Application numérique.

90 (n suppose main
b, = 0,5 mm- Entre que
ment sans glissement ?

30 Ftudier le mouvem
hypotheses précédentes).

X.9. On considére le s

chassis rigide constitué par
elles

paralléles et liées entre
N (M et N sont les
une masse mm.
masse m

A L

DYNAMIQUE

t de la roue en supposa
at soit négligeable. Quelle est la valeur

ison des rails pour réaliser ce mou
courir une longueur x, I'inclinaison o

nen
nt de rouleme

aner A l'inclina
la roue pour par

__R=2cmi7r =

tenant qu'il y a un coefficient dé frottement de
oit étre compris 'angle o pour qu’il'.y

lles limites d

ent de la roue Jorsqu'il y a glissement (dans cha

ystéme représe
des tiges cylind
par la tige cylindrique homogéne MN sou dé
milieux respectifs de
¢re rigide, pleine

§ est une sph
dont I'axe AB solidaire de la sphére est pivo
e .‘i

que le chassis et de rayon r,

nt qu'il y ait roulement sa

R .
—é;fs 0.20; g = 9.8 ms % x = ;

nté sur la figure (X.17). ABCD :
riques homogenes identiques AC e
; )

AC et BD). Le chassis AB(
et homogéne, de centre 0y, .

M

A et B sur le chassis. K est un eylip A
méme masse m et de méme l’ﬂYOi lndl:g.. ri

solidaire du cylindre est pivoté en 'Cr que
par le centre d’inertie G du 'BYStéme et D

en A, B, C, D. au niveau des pivots sor

On suppose également que le co
et du cylindre sur le plan, lorsque S
valeur constante égale a £. On consid, &Shﬂ
rectiligne du chassis parallélemgnt iu:;:
10 Etablir, selon les valeurs :I i1 K
d’inertie G du systeme. R
a) Donner 'angle limite «; du
culer dans ce cas l'accélératic.m"'y.'.;'
b) Etudier ce qui se ag..
se :
de I'accélération. 3 P

20 Etablir, selon les valeurs de

0 4 . E
seloz le&ev:l);?sm:e e:al;}éinﬁﬁd?m é
effectuera ce caleul : 2 bR g}

a) Directement & partir de l;?t‘
b) Par application du thée
AN. —m =500 g, f,

X-lo. Prinicpe d’un m. iy -
en A["a ﬁB, (X°13) schéfnau% §
or o ot B e un sunportESl est

» INasse m) tourngnt_} 5 ;s “__‘

cadre C. Le point O
sont : ¢ point O es

(B) axes OXYZpar él -
(T) axes Ox’y’s liés €:
() ﬂxes'(}xvy;é lié

angulaire f par
*aire 0 par rapport

Q dési
gne la vitess
Copernie of 7 4 yitesse
¢ et © la vitesse

su :
PPosera &y sensibleme,

sup ;] ) Donner les com
@ base (C) puis s
b) Dun_nm.lea GQIIJ_B

- TUS Bur ce
le disque, s:fg hs
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es sur la base (T) de 6,%(n), moment cinetaa
e en

cantes sur cette base d c
s e de —
dt o () ¢ . On su
oy

c) Jerire les composant
cadre dans (B) ainsi que les compo g
dans cette question que o > L _

¢ i ¢ i s t I

En dédure lexlstenet;i d'un mon:en ‘de rappel par rapport A Of sty e
ontrer qu en I'absence de frottement sur fes it t sur C

1VO

et proportinnnel i sin 0.
B, l‘appareil peut servir Jd’indicateur de nord (gyrocompas). Expri ) :
du moment Qinertie K du cadre C par rapport a 0z la périg e ;P';::er en fong i

n déquilibre <table. On supposera II’;-‘I:; 0%

ur de la positio

tions du cadre auto
Sy A= 459N K = 60 kg m2.

AN —Jo= 10° g em® §

|z yertical

c_il)e

= =l

- -rX"'

“"'hx, .’

Nord “

1
|
I

Fie. X. i
18. — Principe d’un gyrocompas.

X.11. Le repére |
R T mpmhelestl s ! ;
ol la verticale d e t le triedre orthonormé S
fome Bl o (Ongue) b R
due 2 la rotation ter e galiden; enico .que-.:la.foz;::;eminémmur '
bizs méme Gllglne est ».‘_.lf_l._’-.stz_g,g_gt e e > _ . ‘inertie ¢
T e £ ot la force dinertie 0
© situé sur O e (0G) & ux solides indéformables :
R e el le moment &'inérfie'a:gtrti%& ;

ACTIONS DE CONTAGT

On désigne par :

y = (0x1, Ou) P'angle de 1
abase o
¢ = (Gu, GP) I’'a le d E avec la
barre, ngle d'une droite mat

10 Exprimer a I’aid es

) -E e des angles

. e angl (zb
a) Les composantes suivant les :

rotation du triedre qu'il .
rapport au triédre ﬁxq:((; :;Ozl;nen ;
1 X1

Vx4
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s de ses élements, le systeme est sollicité par un couple
¢ sur la barre (OG). En outre, dans le
de masse négligeable disposé a cet effet
'axe Gz de (R) est rappelé vers la direc
axe Gu et d’intensité — kg. Mg

o En plus des poid '
rieuf d‘];zepﬂxl, d'intensitfa (1), agissan
ment de (R), par le jeu d un ressort (’r)
rigidité k (ks constante positive domi;ae);l
de I'horizontale fixe Oz, par un couple : |

Former les équations différentielles du mouvemeuf du‘ SYSti.:m et e llnéan
era & cet effet que L'angle O et LOULED 5 dérivées utiles demeurent
pes o er tout terme d’ordre supérieur au premier).

2 eglig
etits pour permettre de ueg ! Lo s er).
3 Déterminer alors Pintensité ['(t) du couple exte‘[:lBUI propre a assurer | unifo

:on de la barre OG a la vitesse angulaire ¢ = Q.
de la rotation de la ]a rotation propre de (R) est alors uniforme a la vi

Apres avoir reconnu que
de rotation q.::m, former D'équation différentielle du second ordre qui régit po
Q et & donnés les variations de l’_angle 9.' : g ;'

A quelle condition le régime Y = Q, ¢ =, 8 = 0, est-il .stable et quelle est alor
Ja pulsation des oscillations en 0 que le systéme est ﬂlSCBpt-lble dlelettnet

En distinguant les deux cas A> C et A < C, déterminer les régions du
(Q, @) pour lesquelles il y a stabilité. :

Examiner les deux cas particuliers suivants :

a) La barre 0G est bloquée dans une position fixe;

b) La rotation propre de (R) est arrétée.

30 Le dispositif étudié est la schématisation d’un train d’atterrissage
g'éclipsant longitudinalement dans le fuselage. .

On demande d’étudier les vibrations de cet appareil au cours de I’opér:
rentrée succédant au décollage dans les conditions suivantes : - '

La vitesse de décollage dirigée vers la direction négative de laxe O

300 km/h—. ._
La rentrée du train dans son logement situé vers 'arriére de I'avion par ra

ar

& 'axe de rotation du train s’effectue en 5 secondes. (0 < ¢ < T-E) avec ou sal
préalable de la rotation propre de la roue (R). & i

La roue (R) de rayon R présente en outre les caractéristiques suivante
Unités M.K.S. R=105 A—lS € — 25. ;
. Larigidité k du ressort fictif (r), équivalente 2 la rigidité élastique de tor
tive de la ]:arr?- (OG), est telle qu'une force de 100 newtons appliquée pro res
normalement & (E) & Pextrémité du diamétre de (R) perpendiculaire &
une rotation statique du plan (E) de 6 = 5 degrés. '
~ Qularriverait-il si la rentrée du train se faisait & la méme vitesse mais
avec ou sans arrét préalable de la roue ? R

XI.1. SYSTEMES OUVERTS,

a) Systémes ouverts. Soit un
fermée .&. Le systéme 3 est dit
Je systéme X échangeant de la matiay
totale de X sera variable, donc ey

Un systéme qui n’échange
est dit fermé. La masse d’un
la masse d’un systéme ouvert
en régime stationnaire, le bilan tota
nul a chaque instant). '

b) Echange d’une grand,
4 un ensemble de particules
laire associée aux particules (;

et le milieu extérieur. Lors
grandeur G entre % et le :
physique G est donc lié 4 un tra
est nécessairement extens

est caractérisé par le veel .'
surface en un point M de e
en M a la surface dmgé

représente la char

L’intégrale .

f’eprésente ainsi la cha
extérieur, du fait dup

Rappelons que s
Tapport au repére c

OU o est la densit
Ce qui préc
; Precede pe
siye quelcon_que} 4
‘. —) ¥
densitg Jm telle que
temps 3 travers dS

* . I
Proaseny ShaBite



