rTait, par exemple,
fonctions de z,y, z

Lot de Képler. — [es pla
/ foyer.

ent au foyer O qui est le centre du
L accélération est constamment dirigée vers 0; la

ration est, d’aprés la formule de Binet,

-]

pole. Le rayon vecteur est donné en fonction de P’angle polaire 8 par

mesure algébrique de

aires C est le double de la mesure de l'aire balayée wdl:
ndant I'unité de temps, on 'obtient en divisant le duub;a -
‘de Pellipse, soit 2mab, par la durée T de la révolution de Ia

C =2-3';i,—“b et, par suite
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: " PR o osse force attractive sous la forme kﬁ

On peut aussi mettre la mesure de cette force & ; 5

M étant la mesure de la masse du soleil. Newton eut Pintuition géniale que le
coefficient k devait dtre lo méme pour Iattraction mutuelle de deux astres quel-
conques de m e ot M situés & la di_sta_nt;q_'i‘- :1; s’gl_ev_a ainsi 4 la loi de I'attrac-
tion universelle dont toutes les conséquences concordent avec les résuliats des
observations des mouvements célestes. Elle p ut s’énoncer ainsi : Deux points
matériels quelconques exercent Lun sur ,”autreune attraction dirigée suivant la droite

qui les joint; lintensité de cette atiraction a pour.
tance des deux points, m et m’ leurs masses et k une constante.

Dans le systéme CGS»,ka-S ' ?){lﬂ"‘

ReuARQuE GENERALE. — Si le mouvement donné est rapporté & la Terre il

¥ ’
‘mesure k %j, d désignant lc lis-

" e SR SR S T % - dr d¥w diz
suffit, dans ;es.-cu'oongtg-ng@ usuelles d'a ou a mﬁ, pt%?.., Mo les compo-

santes scalaires de la force — ds du point matériel M. pour
trouver les composantes scala
capable d’imprimer & M le m
procéde comme si la Terre était

DEUXIEM a
E PROBLEME py ,, B
; NAMIQUE py

"‘,' '--t-tﬁSpectiVement ég-‘l]f“; A ..'r‘ e POINT Lippg 231
= S0 Yo, 25 pour ¢ — 3 -

ét.ﬂnt placé 3 Pépoque £ b M (s, < | l. En d’autres termes, le point

posantes scalaires sont s, ‘IE \zu,. ;or n(le e

Y 4y end

t recevant 1 : —
P e relll la vitesse MV
. ._.icuhﬁl', 51 X, Y‘ 7 restent nulles S oVy dont les

I mouve :
ement bien dg b
éterminé. E
es valeurs z; ¢, 12
1

| ables z, Y,z x = E—‘ y" = E-iE z dz R n‘ n’ s =
) : ‘ & I
€ 7 et pour les valeurs de ¢ appartenant a

l‘Ya'llB (‘0? t) le point reste au repos de ]'s
insi, en vertu de cette proposition épo
ppartient pas au programme de g (|
it ce cours nous admettons que si un goi
P point matériel est soumj
s a

ées et placé dans des conditions initiales données sop état ulté il

ment ou de repos est parfaitement déterming, ultérieur de mouve-

que t, a Pépoque ¢
- lb
al:,i;)ncrl;\rnent.aie dont la démonstration
¢ de Mathématiques Spéciales, dans

SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS ;
. DIFFERENTIELLES DU MouU v
? ) ‘ MOUY ENT, — 2
mtégrtgr le ;ysté_me formé par les équations (1) il peut étre p]uza;;c:l:: d’in-t\ ;
m; sys meut édu(ljf: du s_‘,tstéme (.1) en remplagant une ou plusieurs des équgl-
(1) par autant d'équations qui soient des conséquences des équations (1).

anons quelques exemples en vue des applicatio
. ns. Nous s sours
rdonnées rectangulaires : FPFosaRons dovie

B e e e o RAL s 305 -

) =
S!' l-e support dp la force F s’appuie constamment sur une droite fixe et si
2 oisit _cett.e drmte'comme axe 3z, la projection orthogonale du mobile sur
an zOy obéit a la loi des aires relativement a I’origine. L’équation

d*z dy dx d*z
m—— = &, o tpeaih — =1,

dt i Vd S

?y _ dy 4% _ &=
msz_Y’ L d &

quels la deuxiéme équation est du premier ordre seulement. Quant ala
o C, elle est déterminée par les conditions initiales, clest zoy,— Yo, OU

1]
le double de Vaire algébrique du triangle Omgs,, le vecteur mof, étant la
£ —_—

20y de la vitesse initiale My V.

ogonale sur le plan Vo : _
: ; ]an le systéme & intégrer se réduit aux équations

 le mouvement est p

Si le mouvement

%y
md’__.z =X M Y
z et y'y étant pris dans le plan de la trajectoire. Les seconds membres

£ ati r O =—=cetl
‘étre des fonctions dez, 9% =73 iy e :
aires relativement au point A(a, b) les fonctions muf“’““““ z, Y
'_ '_tituent uné solution du systéme formé de I'équation

dz
(s-——n)g!;f- =0 = €
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les conditi
ot do I'une des équations (4), 1a constante G étant déterminée par les conditions
s s _-)-
initiales. ion orthogonale de la force F sur la tan-

i ject
3o F,, mesure algébrique de la projec
gente anTM a la trajectoire est éggle au p
tangentielle & 'époque ¢. L’équation

m%=‘F'r

roduit de la masse m par I'accélération

qui exprime cette égalité ne différe pas de celle que donnerait 'application du
théoréme de la force vive car on peut I’écrire mede = Fods.

Si la forceﬂli*‘dérive d’une fonction de forces mI._I (z,y,%) le théoréme de la
force vive donne une équation différentielle, du premier ordre seulement,

ol = 2U =+ h:
la constante k, déterminée par les conditions initiales, a pour valeur
vo— 2U (2, Yo o).

—
Si, en outre, le support de la force F s’appuie constamment sur Oz, le systéme

(5) m%=z zd—y-—-y%= " vt =2U+ h,

est conséquence du systéme (1). En employant des coordonnées semi-polaires, les
deux derniéres équations s’écrivent
dh dz\? | /dr’\? d0\2
rr—=_(, - = =] = h.
& (@) (@) +7(E) —mu+»

&0. Dans le cas particulier oi X est indépendant de y et de z, la premiére des
équations (1) détermine I’abscisse du mobile en fonction de t. Cette circonstance
se présente pour les diverses équations (1) dans deux problémes classiques : celui
o !a'force est constante en grandeur et direction et celui ol le point matériel est
sollicité par une attraction ou une répulsion proportionnelles 2 la distance.

5° Nous examinerons plus loin (741) les méthodes propres a I’étude du
mouvement produit par une force centrale.

OBSERVATION GENERALE. — Comme nous l’avons di
: 2 . - nous t, sauf dans des cas
exceptionnels qui ne se rencontrent pas dans les anulications 2
: , e = ~dans les applications, les ‘équations (1
“?‘dm:mnt quune solution satisfaisant aux conditions initiales, elles détt(ar]
minent sans ambiguité le mouvement. Mais si, au lieu du systéme (1), on intégre,
on same g e e Smplamnt o s 5 pon v
ysteme ait des solutions étrangéres au systame (1) : :
les écarter. Toutefois, s le nouveay --‘f?_t:f'?e.(ﬂ.)_. le cas échéant, il fandra
aux conditions initiales on peut, sans discussi n, _a_._l‘. : B coliion

appartient au systéme (1) et représente le mouvement cherchg
Eeult:oys n:ui.un_‘r:):iu_: D'UN MOUVEMENT PL
relation fondamentale m[' = F peut encore g

: scalaires des vecteurs m1 ot B oor..
C’est ainsi qu’un mmmi ph:lé gl

AN EN COORDONNEES POLAIRES. — La

or analytiquement par 1’égalité -des

¢ T relativement & des axes mobiles

(0, Oz), en égalant les composantes scalaires des L ?e; d%coord!onnéu N:;:s
‘ FIT08 des vecteurs m |0 - sur l'axe OX défini

o ‘j‘%
e o

DEUXIEME PROBLAMp DE LA pyy
A DY¥NAMIQuR

:J;%’ par I'angle polaire § du mobile of 4y |» : PU POINT Lipgg 238
" e tions différentielles du mouvemen; ., c" axe directement Perpendiculai
A 00rdonndes po|, Ay culaire on forme leg équa-
£
51 (©) m[%r (4] ()
di? di = Fr‘ m__\_i{_-
digs s

F=F
mI'=F en éeriv
la tangente et | ant que les deux membres ont leg

mémes composantes scalaires suivant
A normale en M A Ja trajectoire. On

forme ainsi les équations

A
% exprimons la relation fondamenta]e

dy
(7) m&; = Fy, mit =F

[
appelées équations int) inséques du mouvement.
Soit ¢ I'angle polaire de la tangente en M 3 la trajectoire

M

cette tangente étant orientée. La
yaleur algébrique ¢ du rayon de courbure est 2
d

ou %. 4t . dt
: i @ & g it p=vo—. La deu-
xiéme des équations intrinséques peut done g’6crire ? dy

nw%? = Fy.

Bi Fr et ¥y peuvent s’exprimer au moyen de ¢ et de ¢ 'équation différentielle
de: F
s —
(8) = —IFN dg

détermine ¢ en fonction de 3. On a ensuite

d
dt = m"-}-?-;?, dz = v cospd, dy = dz tgo.

Ces €quations raménent 4 des quadratures la recherche des fonctions 3, z, y de 'époque t.
Rappelons que ’équation ¢ = f(3) trouvée en intégrant I’équation (8) représente en coor-
données polaires 1’hodographe du mouvement, I'origine éiant le pdle de I'hodographe.

MOUVEMENT RECTILIGNE. — La trajectoire étant prise pour axe z'z et I'origine
sur cet axe étant un point fixe, la recherche du mouvement se ramene a I'intégra-

tion d’une seule équation

Set %
s

: dx ir explici t,soit X = f( = d—‘)
Si X ne dépend que de z et = s contenir explicitement ¢, solt & = J{ % 7

dz
£ cette équation se raméne & une équation du premier ordre en prenant ¢ =2

- dz dv de
- . —— Ol .0
- comme fonction inconnue, z étant la variable. En- effet y7 T dz

et Péquation devient
ol = f(z, 9)-

o donne le théoréme de la

de celle qu :
}r)c;a;ctioﬂ de z, soit ¢ = @ (z). La relation

méne A une quadrature la recherche

D’ailleurs, cette équation ne différe

vive. Son intégration donne ¢ en

o dz

81 trouvée s’écrit encore s dt, ellerd
t en fonction de I’abscisse du mobile-
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OUB L’AGTION
MOUVEMENT D'UN POINT 8
D'UNE FORCE GQNSTANTE EN GRANDEUR ET EN DIRECTION

' d’une seule force dont la
732. Si oint matériel M est soumis Paction
duec?:lon B‘::tl::onstanta le point “projection orthogonale de M sur un plan P
perpendiculaire 4 D a lins ac .n constamment nulle, il reste au repos ou est
animé d’un mouvement rectiﬁgne umf me. Le premier cas est celui o la vitesse
initiale de M est nulle ou dans la directic le 56 .'5._9.5*‘ celui ov M est lancé avec
une vitesse dont ,la dmecthn n celle d

étendnepourque, sanserre'_ r apprécia
teur comme un champ oonstant

que nous allons obtenir diffe-
Wment des projectiles.

B.'—Ls_. trajec-
jale. Orientons de
enons le point O
indonné ou lancé
o est celle de la
- se déduisent

MOUVEMENT D'u T §
N POINT soys L'ACTION D'UNE
[ “NE FOLCE CONSTANT
Avec les conventions faites, i -
Z3=1),
} v o 5 cetie relatiy
s Tt s I ne différe pas de la relation (3).

¢ = r
y '?"ﬁ = ._ 8

: r. ‘ 3 5 1, P et 2.
~ Le point tombe verticalement d’up m,

] . Ouvem
2. _Caa- Yo > 0. Le point est ltlnce' ers ent Unlf")[’mement accélérs,

le haut, 1o
point monte pendant Je
g'écoule de I'époque zéro A |’ époque ¢t =% pour laguelle | : t A
a vitesse est nulle,
il est au
point A dont la cote a pour valeur, d’aprés la relation (3)

2
I =—

2g
. ~ Pendant cette ascension, le mouvement est retarde.
A partir de I'époque #,, le point tombe verticalement comme si, 4 cette poque
Pabandonnait en A sans vitesse initiale. Son mouvement est llmfcrmemeut’;
iré, il revient en O & I'époque, non nulle, qui donne 2z la valeur zéro, époque

atte époque,

9
£ 2—: ou 2t;. La chute de A en O dure autant que ascension. Comme

ous le savions, si P est un point du segment AO, & ses deux passages en P le

BUXIEME PARTIE. LA VITESSE INITIALE N'EST PAS VERTICALE. — Le mouve-

3 fait dans le plan vertical qui contient la vitesse initiale 0\:tl Dans ce plan
s deux axes : I'un, y’Oy, vertical orienté vers le haut, 1autre 2’0z, hori-

tal tel que la demi-droite Oz soit du coté de y y ol est le vecteur OV., Smt «la
algébrique comprise entre _E et + d’un angle de L:. avec OV,,

mesure de la vitesse initiale, les composantas scalaires o cette vitesse

ps.
ions du mouvement. — En exprimant que les composantes scalaires de

on du mobile sont égales & celles de J’accélération de la pesanteur nous
' 'équahons différentielles du mouvement

diz _ ek
peslis e aa =t
I sgrati des com tes scalaires
premiére intégration donne, en tenant compte - d};asa;y s
llos doivent se réduire == et = pourt =

 initiale, composantes auxque

. @y _ sina;
%':ﬁ 9 COS %, = gtt %
-. a Pépoque ¢ du point L qui décrit ’hodo-

"'%E-'aont les coordonnées

lo est origine. L'hodograP
t‘l‘lo;lh‘;?s qui a pour origin® Pextromité

he est la demi-droite verticale L.U
L, du vecteur vitesse ini
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Une deuxiéme intégration donne, en observant que les coordonnées du mobile
sont nulles & I’époque zéro, :

(6) T = ¥t COSQ,y

.._.ﬁf ot sine.

y= 2.+.‘?0¢.-... .

. Y o iostion du mobile sur 2’z est animée

D’aprés la premiére de aeg-equations,-la:pl:oi@ﬁ,‘r{“fd}_‘ o -

oY D niforme, cé que nous savions déja; d’aprés la deuxiéme, le mou-
' : ' est celui que prendrait un point pesant lancé verti-

vement de sa projection sury‘y 11 Q08 DEBNGERLR G St
‘calement avec une vitesse mesurée algébriquement par ¥ sin. :
Relation entre la vitesse et la position gumm—m théoreme de la force vive
nous a douné la relation -
9
qu'il est facile de vérifier en caloulant o*
; l—
~ D’aprés la deuxiéme des équ: traverser deux fois le
Y = i

n (7 la méme vitesse
e. Plus générale-
s avons vu (711)

NSTANTE 237

9 3185, ! e
gaesdonnces dans lo systime 20y s-:lnt.mmS amenons I'origine au point § dont les
2
i (10) e Y4 5'
13RS = —sin :
s p Sinocosa, y= -;-'i-sinh,

i 1]

" Ta ole trajectoi

parab trajectoire a pour nouvelle équation

(1) X3 o 200 08"

. i ———— N i

e g

- FEtude du mouvement, — 1°
ces. &> 0. — Quand ¢ croit de 0 jusqu’a

=t - 'y

oint est au sommet de la trajectoire, le mobile a décrit Parc OS de Ia trajectoi
avec une vitesse de grandeur décroissante. Quand ¢ croit 4 partir de ¢ f'l(géimi;te
bile décrit la branche SB de la parabole tra- e §
re et cela avec une vitesse croissante. Le ¥
e atteint le plan horizontal de la position
initiale en un point A dont I'abscisse, double de

» 2

. oh —
e de S, est -;“sm 2a, cette longueur OA est ce of Vg
5 S % z

on appelle la portée ou Uamplitude du jet; pour ~
y valeur donnée de o, elle est maximum quand

gle « appelé angle de tir, vaut 45°. B
e cas. o = 0. — L’équation de la trajectoire

= _EE'_., le sommet S est a l'ori-
20; Fig. 534.

e, le mobile décrit, avec une vitesse croissant

) & + o, la branche OB de la parabole{ Fig. 534) Y

3% eas. « < 0, y décroit constamment. Le mobile

it I'arc OB de la parabole avec une vitesse qui

0 & + =, il ne passe pas au sommet de la ‘_,_.5_.___ 0

e. (Fig. 535.) : =
léments de la trajectoirz. — NOUS CONNAISSONS b
sommet S et I’axe de la parabole trajec-
yrés Péquation (11) le paramétre a pour B
; . ) . f
;ﬁ % La cote de la directrices obtienten S
e demi-paramétre 2 la cote du sommet
e % alour indépendante de Ta divetion de o odesse initiale dans le
La cote dela directrice est celle du point

Oy mais dépendant de sa grandeur. icalement de O avecla

ut qu’atteindrait le mobile s'il ataic lancé ver

te du foyer est Pexcds de celle du sommet sur le demi-paramétre. Le foyer
coordonnées
S = & o 1:_ el
2g
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ote d’un point de la directrice

arlac
eyp oints communs a la parabole

marque ! lac
Re 1. — Si dans I'équation (7) on remp :
on trouve ¢! = 0. On s’explique ce fait en ohse_rva:;l: céu;u;z P_,_ i
Sy = p“é?iri:i::i T:] Ifes termes wotcosa ob oot sina des
Remarque II. — Revenons aux . s bile H qui partirait de O a
‘époque ¢, d’un mMODI '
sfc?ﬂﬁi Pl m‘f Doﬁ: I&?:;' :l;u\?ergent rectiligne uniforme ayant pour vitesse
l_;)rlg'lne des temps et serail ani do celle de H 1 gt*, mesure du chemin
V,. La cote de M & I'époque ¢ s'obtient en retranchant de cé s ! é i
s : ) a i) poque ro. 'nsi
i nt pesant abandonné sans vitesse & I'époq :
m°ﬂ3;égog';§i:i§§'dm’? l'égoque ¢ on peut imaginer un mobile am_m_é'pendapt le
temps ¢ d’un mouvement rectiligne uniforme ayant pour vitesse la vitesse initiale puis un
autre mobile tombant librement pendant le temps ¢ de .ia position g.ttemte par le premier.
Cette conception, due & Galilée, rend immédiate la sc_ulut:on de cer:ames questions relatives
au mouvement des projectiles dans le vide. En voici deux ax?mp es. . .
Imaginons qﬂ’ouplafwe simultanément, & I'époque 2éro, d'un point O, différents points
pesants avec des vitesses initiales de méme grandeur ¢, mais de directions différentes. A
I’époque ¢, les mobiles fictifs animés de mouvements reg:tilisnes uniformes SBl'&len‘t SUr une
sphére ¥ ayant O pour centre et o5 pour rayon. Les points pesants sont donc, & I'époque ¢

sur la sphére ¥’ déduite de X par Ia translation verticale mesurée par %gl’ et dirigée vers le

bas.

Supposons maintenant que deux mobiles pesants M et M, soient lancés simultanément
de deux points O et O, avec des vitesses mesurées par ¢ et ¢, Pour qu’ils se rencontrent il
faut, en premier lien, que les supports des vitesses initiales se croisent et que les mobiles
fictifs correspondant & M et M, arrivent en méme temps au point de croisement I, c’est &-
dire que ¢ et ¢, soient proportionnelles aux distances de I 4 O et O,.

Remarque 111. — Nous avons montré que les diverses trajectoires qui correspondent &
des vitesses initiales de méme grandeur v, situées dans le méme plan vertical ont méme
directrice D. Le foyer de la parabole tangente en O & OL, est le symétrique par rapport a
OL, du pied E de la perpendiculaire menée de O & D. Il résulte de 1a que le lieu géométrique
des foyers des trajectoires considérées est le cerele qui a O pour centre et OE pour rayon. Ce
résultat se reconnait d'ailleurs sur les formules (12).

Le sommet § peut se déduire de F par une affinité qui a D pour axe et -;jpour rapport, le

lieu géométrique des sommets des trajectoires est Uellipse dont les sommets du petit sont O et
E et le grand aze double du petit aze. ' Fil i

REVERSIBILITE DE CERTAINS MOUVEMENTS. — Supposons cjﬁ'ﬁn point pesant soit lancé

de O & I’époque zéro avec une vitesse initiale opposée & OV, les équations du mouv.

_ tesse initiale opposée & OV, les équati ement de
g; t];:mt u-ﬁuﬁt des équations (6) en y remplagant ¢, par — ¢,. Les équations ainsi
polisemann ient tout aussi bien des équations (6) en y remplagant ¢ par — ¢, d'od
paie oy clusion : Dans les mouyements qu’auraient, sous la seule influence de la pesanteur, deuz
g qmwczi:au méme point, & la méme époque pri omme origine des temps, avec des
-h"“'” initiales e “,,: .s;;ﬂd«w. ’d; méme. ion mais de sens opposés, les mobiles suivent
m"“’““w. jorsoire et e HoMieens reppict  époques opposées au méme point de
= jectoire mais avec des vitesses oppostes. Cetle propriété connue sous le nom de réversibilité

mousement se oérific. toutes les fois que la résultante ¥ d :

maériel ne dépend que de la position du point sur la =
quand cette résultante dérice d’'une fonction de forces. En'sifet,

riel M décrive une trajectoire T sous Iaction de

s forces qui agissent sur le point
, ce qui est notamment le cas
supposons que le point maté-

on peut prendre pour origine des tem la force F et qu'a une certaine époque que
oid P sof G i des temps il soit en un point P, de cette lienepagzc une
mobile aé'cé;n”-;tcfe' /A :;ﬁg‘:‘ﬁ“ﬂ intrinséqu vement. Imaginons . qu’un autre
_ fagon que I’équation de s uvemeni. Imagin ‘un a
la vitasse algébrique de ce second mo t s =f(—1). A I'époque 1,
:?I:ﬂe:a pou:" :llemre m f;{" a5 g ’iiém%dﬂ:‘::igﬁ
l; ép:;:::a;;-l:i De Pl'”«:rl'éﬂoqm tle . I?Pd:; ‘premier mobile &
i i

Yer 9
MOUVEMENT D'UN PoINT 80US L'AgT oN EcC TANTE 23
9 L ACTI s ]],U\' .
b - av l ' . NE FORCE Jf)NSul__ 1E 23
’épﬂq‘w avec la méme accélération '|" l e
: 48 INouvem i
n U\E’.l’l’,eﬂ.t (]Ll uvuxi#-n:“

emier, | ion F — 1 ?
elui du premier, & la relation F — ,, |’ obéit done, comme

Le denxijs
g } . ; ! « UEUXieme mouy
prendr t un point matériel soumis 4 la force 7 ement est donc bien celui que

" et lanc i
ncé du point P, 4 Pépoque zér0 avec Ia

—
tes!e — anll'
733. Probléme balistique élémenta
S Jancer d'un point O donné, avec une vitess,
la seule action de son poids pour qu’jl atteig
~ Soit ¢ la mesure de la vitesse initiale
~ pas sur la verticale du point O. La vitess

qui contient O et P. Rapportons ce plan 4 I'axe vert;

. ( / ! ertical ienté

P'axe défini par la de@—drmte horizontale Oz tracée?ii opr;:pts vgj le.haut P
ient z, y, les coordonnées de P, ce sont des nombres conm;s e Loty

d_o@ée. Nups supposerons que P n’est
¢ Initiale doit étre dans le plan vertical

Prenons comme inconnue la mesure algébri . T ;
gébrique a, comprise entre — = et + =

~ d’un angle formé par la demi-droite Oz-avec la vitesse initiale Eﬁ‘ro. En écrivant que
’équation (8) donnée au paragraphe précédent pour représenter la trajectoire est
rifiée par les coordonnées du point P nous trouvons, pour déterminer «,
"équation

g
1 =
) 2 ¢, cos?a

—ziga+y=0.

A toute racine comprise entre — -§: et + Ecorrespond une solution du probléme.

La forme de I’équation (1) conduit & conserver comme seule inconnue tge = u.
par 1 + u?, Péquation (1) devient

(2) -gzi‘;u’-—u:z-i—y—l-%;:[).

— A toute racine réelle de cette équation correspond pour x une
—Zet + T—; Le probléme admet dong autant de solu-

1
n y remplagant
cos®a

 Discussion.

e valeur comprise entre

que P’équation (2) a de racines réelles, il admet denx solutions distinctes si

coordonnées de P vérifient 'inégalité

g_z_f( & >0
2 — &, ¥ \y + 2‘,9

ut s’écrire, 2 n’stant pas nul,

Pl o
yzgfﬁﬁ

ordonnée y de P doit étre inférieure &
o gzt
' o 8
e abole Z
i anées z, Y décrit une par ole
ol QT peur::z:rgodroite r:aplésentée parl équation

que & varie, le p
qu ' tangente au som

our axe Oy, pour
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-dngente en O A Ia hissec:
ec la vitesse de gran-
¢ dans le seng tal que la

€ Coupent

it la somme de leurs rayons : @ leurs centrag est

comprise entre la
<OP <0E {1 pg
-dessus de Ia droite D, op TeNCOntpana: e :
P serait supérieur 4 |a somme OF —Lre;? 1D ekl e 00 = OBles
 manifeste. Supposons 4 - 1 18 probléme serait impossible ce qui
m - Pupp -dessous de D, [y différence des | OE
ale & OP,, P, ject Oy Gl qu s B,
Ei op e P sur Oy. Quel que soit P, elle
ons OE d'une longueur égale EC et soit A la paralltle a menée par O
; : ] par . La somme
d-lst&n_ce PQ du_ point P 4 la droite A. [ eg points P qui satisfont A Ia double
%) sont les points intérieurs a. la parabole % qui a pour foyer O e pour directrice A.
= que toute pa.raboIo: trajectoire est tangente 4 la parabole de siireté ¥ au point
contrée par la droite qui joint le point O 4 son foyer F, MF = MI entrainant
t la tangente commune étant la bissectrice de I'angle OMJ (fig. 536).

TIONS GENERALES DU MOUVEMENT D’UN poryt SOLLICITE PAR UNE
NTE EN GRANDEUR ET DIRECTION, — L’esp

ace etant rapporté a
coordonnées rectangulaires, soient v, y/, v*

les composantes scalaires
+ + .
ccélération T, quotient du vecteur force ¥ par la masse du point.

.
, les: composantes scalaires de la vitesse initiale V, et z,, Yo» % les
e la position initiale M, du mobile. L'origine des temps est I'instant

d%z
z;=f'

W _ it =Y't+ %,
dt

o
ot + 2y Y= ?‘2-1’:‘ Fottyy 3= i -+ oy
t étre remplacées par I'équation vectorielle
OM = ;I‘:’-{- Vot + :

initiale est nulle ou 2 pou;d:;:cggno:r:fg;
i uniformément varié. Dans e e
nt est mtﬁlgn‘? 1as celle de la force; 12 mie;:s dans ce cas.
o8 squations (3)- Pla?qns}l)l'a rés les équa-

Rk par e elle de 1’3@@@?‘"-‘“"‘3‘“ m’f que Paccélé-
ﬁsﬁiﬁqua._ st donnde par o




plongée dans un
cipe d’Archiméde,
ntre de la sphére

dont la

g L
MOUVEMENT D'UN POINT sy,

S L'ACTION p'yi
ons que la trajectoire est peciil; NDUNE FORCE CONSTANTE 5
est plane quand la vitesse inin‘:{-l" th.fme QUand g vieses in: 43
fest pas verticale, la trajectoire o .0k oML
: i Loire est telle quien 1s le cag
B vt it e 1

re &, 1a trajectoire o al, ce plan &

tenant dans lo cas Paﬂiculjie:r :1[?-1.&5.?_ dans un plan \p:::ttl I'?'i'phln e o
axe ‘.;’ la vert-lcﬂle de la p(}s“,ion it avy ”.f_".‘;.SI_‘ iﬂilialg Pat- = ‘“ L Il. 330}- Plat;ons-
), la mesure algébrique de |a v'tl:ﬂe' SOI 2, la cote de Io.Et OU verticale. Prenons
R3E déterming par la COI‘IT[aigl ILSSE initiale, Noug sayuﬁsh"fon Initiale du mobile
ntrer que la trajectoiro est ver; s?n-;e de Ia force et celle dcl“e le mouvement est
‘satisfaisant : 10 cale il suffit dong g es conditions initiales.
: 1° aux conditions € montrer qu'il existe une fonction

initiales ¢'est.a.d;
g, Lo ctant I'époque initiale; 20 4 p [nitiales c'est-a-dire telle que -
i cquation différentielle que 3(n)=gz et

T Tt R

e R désigne la mesure algébrique de Ia rési
: = 24 sistance de Pair, le signe de & est celui
r, NOUS connaissons I'existence d’une telle fonction ce qui nous permet d
] ermet d’

ﬂ."ﬂ'f!’ ou verticale et
A Beneral ou la vitesse
que de ses points Ia plan

i y 3 . &
. se meut suivant la verticale de la position initiale ”
(E.PARTIE. LA VITESSE INITIALE EST NU
1 I1E. 1 E INITIAL LLE OU VERTICALE. — Le poi
haut. Soit O la position initiale, nous prendrons ce poj:;: pmu3 :rigi:é o Eg:m
£5

z'Oz orienté vers le haut. Pour origi

al z'0z ori - P gine des temps nous i
mobile. Soit ¢, la mesure algelbnque de la vitesse iniit’iale v Esr:npod:?t?fs ll’ﬁdt:::
phase du mouvement le mobile séléve, 8i, pendant catu': ;hase o est la vitesse

n différentielle du mouvement peut s’écrire

du
md‘ = — mg— kAoe".

et séparons les variables en écrivant
do
—ra—rl
n systéme d’axes rectangulaires ¢'v, y'y la courbe représentative de Ia fone-

dl=

y.——‘

E —g—av"
de dﬁ_i_+ 0. Soit P, le point dont I'abscisse est o, et P} le pied de son ordonnée,
¢ décroit quand ¢croit. Soit Pun point y

t un nombre positil inférieur & -
P,P, aux ordonnées des points P,
mesure que le temps qui s'écoule
tial & celui ou la vitesse est réduite & ¢.
P, sur y'y on obtient de méme I'¢po- .
se t ascension du mobil;.P Hig P P v
ugmente, la longueur '

'Dans ces conditions la durée
o diminue, il en est de méme A
‘s'élever le mobile. Obser- 5

t quand le coeflicient & .

rt é augmente. Pour
m . i R »
et m sont respective: Fig. 537.
et au cube du rayom,

R L ‘inﬂuel’lﬂﬁ ds Pt 3
est :‘;mmi?tu ';h}; grande que le Tayen est plus faible, ele est pre




UVEMENT D'UN POINT g0ys L'ACTioN p'y

3 "NE FORCE CoNgtanTe 945
exercices nous conseillong
comment varient ¢, et 5
elles deviennent les formuyle
ns maintenant i la descent

ent est aussi celui qui

an lecteur : 10 4,
1t le plus haut, le mobile

Véri 1 fonk
quand ik Tifler ] homogenéits de ceg formules;

nte: go
8 relatives ay de montrer que lorsque 4 tend

Nou .
' € en traitant sntth-veme“t dans |g vide,
ée vers le haut ot

. . Ine B cag ot i et
ecteur pourra traiter ensuite le cas o j| 1, :q;“ :, oo OU Ia itesse initiale est
agissent sur le point 4 iz d S4 Pas dinsi. Os étant dirigé vers le

;partil‘ de dt = o une quadratyure donne.
'_'J'.r b

En observant que ¢ est nul

1=

\"E-P‘ = Arg th vzv d'oi o = \/’Eth\zh
in'e' quadrature donne I'équation dy mouvement :

2=1Lech Veot.
P

donnent lieu aux vérifications signalées 4 propos du mouvement ascendant.

RIE Lmite:ey, car XIEME PARTIE. — LiA VITESSE INITIALE N’EST PAS VERTICALE. — Nous donnerons seu-

ine idée des perturbations apportées par Ia résistance du milien en étudiant le cas
ce est proportionnelle 4 la vitesse. Cette hyp

othése facilite beaucoup I'intégra-
conduit pour déterminer, en fonction de t, les coordonnées cartésiennes du mobile,

ions différentielles ne contenant chacune qu'une seule fonction inconnue.

—
tons le plan vertical qui contient la vitesse initiale OV, aux deux axes Oz et Oy
dans le cas ol il n’y a pas de résistance de milieu et conservons les mémes nota-

evient infinie quand o

- > > > >
pltante des forces qui agissent sur le mobile est F = mg + R, ot R =—kAV
' >
tes scalaires de F sont
3 d

les équations différentielles du mouvement peuvent s’écrire

d’z &y
e

dy _ :
mes dz'+kAd:_ mg

dz
L kA= =0, m
& dt

3 =% o, % verifient les équations diffé-
,-=%. Les dérivées z, =7, 1o = 2
s & coefficients constants

5 dy o
3 - = g
B

s 2 i it
et p par les conditions initiales




AU

l!"'_ 3;"1".;.—. M

lzus ‘nouvelle intéantion donne
\ia} gHETY g v! COS &, u ﬂ"'?‘l. :
e g ; Vo COS &

-gzmd ﬁw@s zéro, = tend vers ———

Quand ¢t devient infini par valms 'pmiﬁﬂl. b -
ectoire admet une. asymptote verticale

et y devient infini par valeurs ‘négatives. La tmj
dont I'abscisse est 21225%.

La figure 539 donne la forme de la
est minimum quand le mobile au po)
diculaire mence de O & l’hodogrhp e

courbe balistigue quand Vangle x est positf. La vitesse
au point 8 ¢ gorrblpondlll point s, pied de la perpen-

projectiles. — La résistance opposée au

Ej istance de ¥\
mouv!-::;:&e? prmt:l.l‘ie wé oa’lme pour que Pinfluence du vent soit
e, se manifeste par des le mouvement parabolique et les
‘résultats daa’ﬁeude I 'tiles- Les résultats suivants,
relatifs au tir avec le fusil Lebe

par seeonde mont:mtl nuenne:
>N DANS L'AIR

32*
4 km.

0 km. 5
2 km. 2

s résultats différent
obus lancé avec une
305 millimétres sous un
le vide sa portée serait de

Jar articulier ou la

 par le centre des forces,
fois point, placé au
bre dans cette

tre f.attractlon
M, orientée

Soit

~ PORCE ISSUE D'UN CENTRE pi :
» FIXE BT Pnr]Pr)HT“W\”“!
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é4tant une certaine constante positive ISTANCE 247

ure de F a pour dimensions M1,T- 4,
ns de la constante k sont d¢ne MT -2 ,ce

asse de M et w ayant les dimensiop
Dans le cas étudié, équation difer

A i
P“g;e;;(:l?t de vue de Phomogénsité Ta
Sad apour dimensions L, les dimen-
1S conduit 4 poser k= m 2 o
s d’une vitesse angulaire, g
entielle du mouvement est
d?z

My =

dt? T
n intégrale générale est
T = acoswt+ bsinot,

o eminant les constantes a et b par les conditions initiales on trouve
T = ZpCcoswt+ p—osinm:_
W

. -mf“l\'e“_‘e“t esl vihra.toire simple, le centre des oscillations est le centre
ction. Nous avons déja étudié ce mouvement (658).

-g;utoc@ro_msme. — Abandonnons sans vitesse initiale le point matériel en un
M, distinct de O. L’équation du mouvement se réduit a

=TI, coswt.
Le mobile atteint le point O pour la premiére fois a I'époque t;, = -R—,plus

ite valeur positive qui annule I'élongation z, cette valeur est indépendante de x.

quel que soit le point de Uespace ot Uon abandonne le mobile sans citesse initiale
e méme temps pour arriver au centre d’ attraction, on exprime cette propriété
t que le mouvement est tautochrone.

%glxlims PARTIE. — LE SUPPORT DE LA VITESSE INITIALE ¥E PASSE PAS PAR
E D’ATTRACTION. — Equations du mougement. — Soit M, la position

‘et soit MoVu la vitesse initiale. Le mouvement se fait dans le plan OMyV,.
ons ce plan & un axe 'Oz passant par M, et orienté de O vers M, et a un

para]léle au vecteur M,V et orienté par ce vecteur. Posons OM, = z, et

Vo = ‘- (Observons que si [ direction de MgV, varie au cours d‘tn pro-
n devra choisir un axey Oy fixe, par exemple perpenduul.urea[)x.. equa-

ntale de la Dynamique
b
m F — — merOM

ement @ ['autre les vecteurs corres-

'ro,]etant sur chacun des axes parallél

d%______uﬁx é—a-‘;i_-—_-—-—wsy
Eﬁ' = : di
fait que chacune
peut les intégrer sép
tants sans second m

de ces équations n¢ contient que 'une des coor-

arément. Ce sont d’ailleurs des équations linéaires

embre; leur intégrale générale est donnée

s . sl y,__,“rmw;+ b'sine !l
= acoswt+ bsinwt,
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A 'époque zéro, Pabscisse du mobile est 2o et la projection de sa vitesse sur z'z
parallélement & y’y est nulle, on trouve ainsi que a = % et i ’I‘ ordonnée
stant nulle & I'époque zéro et la projection de la vitesse initiale sur y'y paralléle-

. ¢,
ment & &’z ayant pour mesure algébrique ¢, on trouve que a =0 ¢t b= (_;.'
Les équations du mouvement sont done

Yo .«
=— = —sinwt.
(1) & = x,COsWi, Y =

Ilimporte d’observer que ces équations expriment que les composantes scalaires

MoVeo

(0]

du vecteur OM sont celles de la somme géométrique OM, coswt + sinwt,

elles équivalent 4 I'égalité vectorielle
— =
(2) OM = OM coswi + M—::r—‘sinm
indépendante du systéme de coordonnées auquel on peut rapporter le mouvement.

Trajectoire. — La trajectoire est une ellipse E ayant pour centre le centre
d’attraction et pour équation :

2 ol
3'=+ ": =1.

Le demi-diamétre conjugué de OM, est paralléle & la vitesse initiale, il a pour
mesure &-
w
Le mobile tourne indéfiniment autour de O sur I'ellipse E. Entre deux passages
consécutifs en un certain point P de la trajectoire il s’écoule le temps T = -2-7-"'-. La
L0

durée de la révolution du mobile ne dépend ni de
la position initiale ni de la vitesse initiale.
Remarque I. — Toute ellipse peut étre
regardée comme la trajectoire d’un point matg-
riel attiré par un centre proportionnellement a
la distance. En effet, il suffit de prendre pour
centre d’attraction le centre de I'ellipse donnée,
. pour v un nombre positif arbitraire, pour posi-
tion initiale un point quelconque M, de la
courbe et pour vitesse initiale une vitesse de
sens quelconque portée par la tangente en M, et
mesm'éapar le produit wOM,, OM, étant le
demi-diamétre conjugué de OM,
‘Remarque I1. — 8i, la position initiale restant la
L méme,la vitesso nitiale est remplacéo par :
sée, les équations du nouveau mouvement o anap(l:ﬁ: i;frr:t?;lg::i

0o par — v,. Elles ne différent pas de celles que 1'on e
les équations (1); comme nous le savions, le mouvemen _;’__ﬂim'”wmiplhmmt ¢ par — t dans

Hodographe. — Le pble de Phodographe étant, choisi en O, les coor
point L qui décrit I'hodographe ”:fr i m ‘m"i“i en :0,_,105 coordonnées du

o= ommaleisZ:

FORCE ISSUE D'UN CENT
RE FIXE g7 PROPORTIONNELLE 4

B = = A DISTANCE 249
~ on a donc OL = «.0OM’, M’ étant ]a ositi

- , ks, Position du mobile 4 Pépoque ¢ telle
| que wt' = ot F 5 L’hodographe est Pellipse 2

4

3

dans I’homothétie (O, o).

o
-

homothétique de Ja trajectoire

iiions pour o
Conditions pour que le mouvement soit circulaire, — Il est nécessaire 1
¢ que la

s ‘ag :
| vitesse initiale soit perpendiculaire 4 O} 4
" OM; et que :‘)’: zy. Ces conditions sont
 suffisantes d’apres les équations (1),
Conséquences de la loi des aires et du théoréme de Ig force vive. Théorémes d’

'Io‘nius. — 1° Le support de I’ Apol-

accélération de M passant constamment par O, le

\ mouvement obéit & la loi des aires relativement 4 ce point, c’est dire que 1'?\( étant
~ Je vecteur vitesse de M, :

e e — —
. 3) OM A MV = OM, A M,V,.
l] A _+ '_>
. On sait que MV = 0 OM’, M’ étant la position du mobile a 'époquet = ¢ + 21
h]
~ et, comme toute ellipse peut étre regardée comme la trajectoire du mouvement
) 6tudié, Paire du parallélogramme qui a pour cités deuz demi-diamétres conjugueés

* d’une ellipse est constante et égale a I'aire du rectangle qui a pour cités les demi-azes.
90 La mesure algébrique de la force sur le rayon vecteur étant — mer, la

e =
~ force dérive de la fonction de forces —mm’%. En exprimant que la somme de

‘énergie cinétique et de P’énergie potentielle du point reste constante on trouve,
posant ro = OM,,

@ o B} ol
(%) R T

comme ¢ — w?OM?, la relation précédente exprime aussi_ que 05:1' + O_M"
te constante. La somme des carrés de deuz demi-diaméires conjuguss d’une ellipse
constante et égale @ celle des carrés des demi-azes (T II‘I. ﬁﬁp}:

* Le lecteur pourra vérifier analytiquement en partant de Pégalité (2] et en supposant les

= - #a
rectangulaires, que OM /\ OM' et OM: - OM 5
thoptique ou cercle de

111, 597) que le ce;:cle or us Qe
d’une ellipse — cercle lieu géometrique des points d'oit 'on peut mener a I'ellipge deux

i *elli t passe par les points communs é'
rectangulaires — est concentrique & 1 el]lpstee :hg’al!ipse e

vette courbe et a ses directrices, points oll l_a.s taﬂg}en axes étant supposés re¢ tangulaires,
' L 1K ession de ¢° est pulle puisque, 168 ¥ “E L L ussi le rayon du cercle
L % G{I}C péi ost la distance d’un de ces points & lorigine. €63 ;

=0.51r

ptique, or d’apres la relation i*i’ _oMi+ ?:;’ ]

ont des grandeurs constantes.

Cercle orthoptique. — Nous savons (T.

dent ¢ la méme position initi

outes les trajectoires qui cormept sme plan conten

de méme grandeur situées dans le m
i i 2
no e uelle directio il lancer l& rf&!:'b;i‘n‘::;; pos .
.!;Q“i;;:;n;“?:znqw Yo PO qu'il “mi!{ué";afo];ncentre Pattraction O et les ;:;:2}:
lan. déterm ¥ ar P et admettre pour

J ire demandee E dolt i at :l;.ijrq conditions simples et détgr—
Ese tralle.ctoweuce ces cDﬂdi“Oﬂs équl\"&,e“t emand.éa Cheﬂ:honﬂ 4 construire
un cercle connt U;

dirgotion
ométriquement E. Pour 1

ion donnée M, avec

obtenir 1&
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le point H, pole de la droite M,P par rapport a Iellipse E. Les enveloppes de seconde classe

"alli sont celles d'un faisceau linéaire tangentiel auquel on peut
tangentes en M, et P al ellipse E sont celle e oppe réduite s deux points confondus

donner pour bases le couple des points M, Petle ; .

avec H. On sait que les cercles orthoptiques des enveloppes de seconde classe d'un faisceau
linéaire tangentiel constituent un faisceau linéaire de cercles (T. 111, 584). A ce faisceau de
cercles appartiennent C et le cercle décrit sur le segment M,P comme diamétre. Le point H

est Pun des points de Poncelet de ce fatsceau. y ;
Réciproquement, soit H I'un de ces points de Poncelet. Parmi les coniques tangentes en

M, et P aux droites HM, et HP il y a une ellipse ayant C pour cercle orthoptique.

Le probléme a, en général, deux solutions. C
Pour que les points de Poncelet soient réels, il faut et il suflit que le cercle décrit sur M,P
comme diamétre soit intérieur & G, les points M, et P étant nécessairement & 1'intérieur de ce

dernier cercle. Si A est le milieu de MP, cotte condition s'exprime au moyen de l'inégalité
0A + AM, <R,

R étant le rayon de C. Les points A qui satisfont & cette inégalité sont les points situés &
Pintérieur d'une certaine ellipse ayant O et M, pour foyers. Par 1’homothétie (M,, 2) on
déduit de ce résultat que le probléme est possible et que deux trajectoires répondent a la
question si le point P est intérieur A Dellipse ¥ qui a C pour cercle principal et M, pour foyer
il est impossible si P est extérieur a cette ellipse, L'ellipse X est Uenveloppe des trajectoires que
Pon peut obtenir en prenant M, pour position initiale et une pitesse initiale mesurée par v,

Nous laissons au lecteur le soin de traiter analytiquement la question. 1

EQUATIONS GENERALES DU _udunum-- D'UN POINT ATTIRE PAR UN CENTRE PROPOR-
TIONNELLEMENT A LA DISTANCE. — Reprenons I’équation vectorielle du mouvement

2) OM — OM, coswt + !'-—[_f;sin@;

et supposons I'espace rapporté & des axes 0.z, Oy, 0,3. Soient ¢, ¢', ¢
: i ] : , 0,3. Soient ¢, ¢/, ¢" les coordonnées du
centre d’attraction O; z, y, 3 celles du mobile & I'époque ¢ et vy, 0, v, les composantes ica.
laires de la vitesse initiale. D’aprés I'équation (2) :
by S Yog . s
z—¢ = (z;— ¢) coswi+ = sinwt, y—c' = (yp—c'lcoswit + :Tosinm!,

3—c"= {g_:,-—.c"‘]_c_ds.m't_-lw ;}_sinw&. :

TRy directement ces expressions en intégrant les équations différentielles du

dit wi(z—e), Fn ._..m’{y—- e’}' % = —wiz— ).

737. MOUVEMENT DANS UN MILIEU RESISTANT
masse m sollicité par une fm?m tée par M

.—Soit O un point fixe ot soit M un point de

_ et éprouvant de la part du milieu une résis-

farios Guiacanileate Dar ARG Tics Hiaral i =
te par une force R nymm&mguppmwlaﬂm Wdu point M.

Soit M, 1a position initiale de M, soit MV In/vitame faitiale ot solt s

 vitesse in an, ello est dans le plan OM,V.

plan contenant |

e initiale. Si, dans
mesure algébrique

22, it (=, ). on

FORCE ISSUE D'UN GENTRE g
2 FIXE BT ppo
FIXE ET pg OPORTIONNELLE &
e F LLE " ta
ous savons qu'il existe une fonction » \ LA DISTANGE 251

yérifie I'équation différentielle = 3(t) telle que (7

Zoy 9 (t) =9, @ ;
dty m P k) =p, et qui
m— (. d=)

it )

ags \
\ f

3 j,-axist.ence de cette foncti /
: ¢ I l{.)n prouve que le mouveme ¥ :
tiale est nulie ou portée par OM,. eheatest rectiligne quand 1
z a vitesse ini-

E‘“di'??'s ¥ ﬂOuvemem rectiligne en supposant ©
! sitive e il sant o= —-
tante po a resistance du milieuw proportionnells 4 mwlOM, w étant une cons-

e 2 s . la oit : ;
soit R =—2mhV, k étant un certain coeflicient positif ot vk el N

A . £} H e . . .
‘abscisses I’équation différentielle du mouvement est . Le point O étant I'origine des

A g ;
{ } md!’ = mwsr — thg‘_r',
g Cette équation différentielle linéaire 4 coefficients constants
: sans

. équation caractéristique second membre a pour

5 : o rt -+ 2h =

% Trois cas sont a distinguer : BRI
- 1o h<o(la résistance du milieu est suffisam i i

* caractéristique sont les imaginaires — h + ik, __n;en_t ifl?lb?}étall‘:f: ERE de P'équation

: '_m_étxque de w® — k1. L'intégrale générale de |'équation ditférantielle s’écri? Frenie
£ x = =M (q coskr + bsinke),

e a 9: :Iétant' des constantes qui se calculent facilement au moyen de I'abseisse et de la vitesse
- initiales. :

~ Poursuivrele déplacement du point M, considérons un mobile M’ animé sur =’z d’un mou-
vement vibratoire simple

dans lequel I'zlongation a  z'—c e =
Tépoque ¢ est A A AA 0 A A Ay A
acos kt + b sinkt. Fig. 541.

mobile M’ oscille entre
c points A et A’ symétriques par rapport 2 0, la durée d'une oscillation compléte étant

_ 2T gj M’ est en A a une certaine époque f, 1o mobile M est & cette époque en A, tel

' '-"__e. 0OA, = e—ht:.OA. Marquons les points A,, ALK, A}, ... dont les abscisses forment

T ;
raison — e—M3. A partir de 'époque &, M oscille
ints au suivani. Toutes ces oscillations sont de
e durée, elles sont isochrones, leur durée commune gst plps que quesile milieu n etq:it
résistant; leurs amplitudes décroissent en progression g«;ametﬂque. on dit if;,e les W»lu_ =
ions sont amorties. On dit encore que le point M est animé d"un mouvement per Lqu:;m_s‘wr -
20 h > w. — L’équation caractéristique a deux racines réelles negatives —n x
abscisse du mobile A 1'époque t @ une expression de la forme
2= Ae—n' + Be -

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions mzt!a!e:-:: Ee_ﬂ;i ‘teorlftoe ;l“a?ﬂam
ient infini. 11 se dirige constamment vers O quand ¢ ahl"; Slgense e i A
valeur absolue suffisamment petite. Au contraire le mobt ens avant le signe de— o, 53
rebroussé chemin quand v, a le signe de z, ou encore quana, =
* absolue est suffisamment grande. ot (a4 b), aet? stant des constantes
= w. — Dans ce cas particulier: & A ncerne le sens du mouvement ce cas ne
es par les conditions initiales. En ce qui ¢

ue pas du précédent. 3 A
' 8;'t':'i:’tusa'lllom; au locteur détudier 1o mouvemen:

S . u mobile
rtée par OM,. Les coordonnées carlésiennes {c o 1:ri'au.tnmtion est un
s diﬂérenﬁ:ﬂﬁ (1). Dans tous les cas, le centr

. une progression géométrique ayant pour
tour de O en allant de chacun de ces po

vitesse initiale n’est
sont des intégrales de
point asymptote

pand la

r un centre proportion=

M repoussé P4 . S
8. Mouvement d’u: {T‘nc: ét:"t lo_centre do répulsion: la force
nt 4 la distance. B e ot OM
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Les généralités par lesquelles commence le paragraphe 736 sont applicables.
PREMIERE PARTIE. — LA VITESSE INITIALE EST NULLE oU PORTEE PAR UNE

DROITE PASSANT PAR LE GENTRE DE REPULSION. — Reprenons les conventions et

les notations du paragraphe 736. L’équation différentielle de mouvement est
d%x 5
.d—f.; = W7,

En intégrant cette équation et tenant compte des conditions initiales nous
trouvons
z = z,chat+ Dsheot.
w

Nous avons déja étudié le mouvement rectiligne défini par cette équation (659).

_ DEUXIEME PARTIE. — LEE SUPPORT DE LA VITESSE INITIALE NE PASSE PAS PAR
LE CENTRE DE REPULSION. — Mouvement. — En choisissant les axes de coor-
données comme dans le cas ou la force est attractive les équations différentielles
du mouvement sont

d*z dy

G T

Elles conduisent aux formules

(1) z = zychawi, y= Es_hm,
{0}

équivalentes a I’égalité -vectorielle

e
i
(2) OM=OMychat+ "2 tsh ot

Partant de M, le point M se
déplace toujours dans le méme
sens sur la branche de droite de
Phyperbole H représentée par
Péquation

o
9

Le mobile s’éloigne & I'infini
quand ¢ devient infini. La trajec-
toire est asymptote 4 la droite A

définie par O et le point D (m,, ‘-:g)

= 1.

51 co point est soumis 4 Ia

&

M de masse  arbitraire m avee Ia vitesse o
force m w*OM,sa trajectoire fait partie de

temarque. —Soit H une hyper- -

FORCE ISSUE D'y
N CENTHH Fl¥g ET PROPQ

.at]'["jNNELLH A LA DIST
A *TANCE

g Hodographe‘ — Le pﬁ]e de ]I}IU(}' 253

b point L de 'hodographe sont

BTaphe g ;
EEIR elant prig an
PRS en O, leg oo :
» 168 coordonnées g
du
Ty = wa,sh o, 1
i 1= vychat
—_— i
Posons OL = «.OM’, Leg coordonngeg 4’

+ Y’ de M’ sont telles que

;
2 2

& wly's

e e a— —

o g s
9 0

~ d’ou il résulte que M’ se déplace sur I'h

- 1ot yperbole H’ ¢

QEliodographo se déduit par homothstic (0, w) d 1y pargis o :
. e point L va de B au point & Pinfini gyp l’asymptoteg 1e de H' que décrit M’;
" Remarque. — Pour que I'hyperbole H soit

n M, détermine avec les asymptotes un triangle
cest-a-dire que ¢, = w.OM,

juguée de H (T. 111, 602)

quilatére, il faut e

1 suffi :
rectangle en O et, po ~dpeta tagente

ur cela, que M;D = OM,

Conséquences de la loi des aires et du théoréme de Ig

: £ . force vice. Théorémes 4’ Apol-
nius. — 1° D’aprés la loi des aires, vérifiée relativement au point O pour to'l:sotI
osition du mobile : :

—_— —_ =
OM A MV = OM, A M,V
Ry —
E Or, MV = ».OM’, M’ étant une extrémité du diamsétre conjugué de OM. Par
- conséquent, Paire du parallélogramme construit sur deur demi-diameétres conjugués
" d’une hyperbole est égale a celle du rectangle construit sur les demi-czes.

- 20 La force dérive de la fonction de forces %mm’rz. En exprimant que la

" somme de I’énergie cinétique et de 'énergie potentielle du point reste constante on
trouve, en posant r, = OM,.

‘Comme ¢® — w?OM?, cette relation exprime que la différence OL.P‘— (?M*’
te constante. Dans toute hyperbole, la différence des carrés de deuz demi-diamétres
jugués est égale a la différence des carrés des demi-azes {?. HI.‘ 602). 3
* Le lecteur pourra veérifier analytiquement en partant de I'égalite (2) et en supposant fes

rectangulaires que 6‘?{ A Ol\f ot OM: — OM'* ont des grandeurs constantes.
: i y fait pour une attraction propor-
erele orthoptique. — En raisonnant comme n0US Pavons l:’1::711' & position nitila

. ’ is & des attractions ou 2
¥ 3t s 3 matér]ﬁ] M soumis &
Remarque. — Considérons un point A certains centres, forces auxquelles

fi s proportionnalies e diSt:“C:: en grandeur et en direction. Nous
. s an
méme adjoindre une force cons

oneé ttraction ou
5 (701) que la résultante de ces forces est, gntghelnil;:l,p::es ;te an on
ulsion proportionnelles a la distance. Le poin s

des mouvements étudiés.
ptionnellement, la résu
ns ce cas particulier le mo

grandeur et en direc-

te en
Itante peut étre constan avons étudié au déebut

uvement est celui que nous
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e e S L e o ol igie a0l Ja position de M.
11 peut méme arriver qqe-_la.ré___s_ultanth-soﬂ nul]eque]}eqﬂem iz d
Lorsqu’il en est ainsi, le seul mouvement po.s'sih_le'_‘e_st“la-: mouvement rectiligne
uniforme. : '

SOLUTION DE QUELQUES EXERCICES.

739, Prosuine 1. — Un point non pesant M de masse unité E:Mﬂ ¥ el dats kn plan
fize P que Pon suppose orienté. Il est soumis & Uaction de la force Ei‘ﬁ.!f‘wﬁﬁ-f_o étant un point
fize du plan P et d'une force Ty représentée par un vecteur du plan P, ce vecteur peut se déduire
du vecteur vitesse MV par une rotation de valeur algébrique I qutour de M suivie de I’homo-

mesurée par v, et située dans le plan P. Etudier le mouvement de. onstraire la trajectoire

lorsque k = wy/3 (Ecole Navale). =Y ,y '
_Rapportons le plan & un systéme de coordonnées pol

Paxe OY directement perpendiculaire &

ur pdle et pour axe
laires du mobile &

s l'imgl_e 6 et sur
. En éx_iarimmt que

sont —2or

e b N

los comp ont celles de Ia résultante des

époque ¢ les équations

SOLUTION pp
ION pg ':'JEFL(\‘UES EXERC)

tire cn_ﬂl“” en M sur le fil et on amen, g
supérieur d 21, puis on abandonne u 3
wouvement de M (Ecole Normal, <. .
zsse du point M. —
Jﬂ,mt queﬂ,e poids d pﬁ“r que le point O soit yne woce:

sufft a A e ‘smt dlrer.temrmt 0ppo _A';]Jstlthn o
Ben de a,s en haut, est égale 3 |, tension dp 0, ol o exe
ibre s’exprime par Iégalite . C" fl, ell

255

le poing M s
p HLSUP g pepgi
lenme sqng | Ueale AQ

: en M, tel / =3
Sup-’;"?:l!':llf'c}. Mprimer 4 M de o%e fuc My 2o vy

Vilesse initigle, Btudiep

quilibre pour M, il faut
Tcee sur M. Cette force
€ 4 pour mesure A1 La uondition.
mg = kI, elle donne ki

m = —
— Lorsque Ia distance M4

€nsion
orielle

> > L
F e i ik (1 L), ;

g
est supérieure 3 I, le fil est
du fil; ]a résultante de ces

MA
ue la distance MA est inférieure 4, le point M n'est plug avtrmis qu’h son c

> > B+
F =mg.

n MA = [, 'une quelconque des formules (1) et (2 : ;

B s cxercent sur M (1) et (2) représente la résultante
dions la question proposée. Orientons vers le bas la verticale de
_— 3 - 1. . A‘t

LM = r I’abscisse d’un point M de cette droite. Nous prendrons comme ori- l
temps I’instant ol M est abandonné. Ma
Jons que le mouvement est déterminé sans ambiguité par la relation

F et les conditions initiales. Dés lors, pour reconnaitre que M prend un Fig- 543-
ent rectiligne il suffit d’observer qu’il existe une fonction r=3(t) telle

(0)=ro et '(0)=0 et qui, en outre virifie Péquation différentielle m:'—l—: —F,

.

lle F est la mesure algébrique de la force F quand son point d'application M
verticale de A. _

quons le point B, symétrique de B par rapport & A.

A, > - - — hy e
{ est au-dessous de B, F=kAB+ iMB ou F=4#BO+ KMB, soit F=3iMO.

- — — == ST e 3 _‘__ ﬂ
98¢ au-dessus de B,, F = KkAB + iMB, ou F=0KBA + kMB, soit F=1k

. s: 8 et ctro B.ot.B;. F+= n-;_ de méme si M est en B ou en By
Cas. — Le point M ¢tant abandonné en M, sans vitesse itiale, la résultante des

e o i MO Je segment M,B. Le point M
i agissent sur lui est kMO, cela tant que M res‘;z :2:-0 etell’;ampljlude T
\c un mouvement vibratoire simple dont lecen b G e R e
tude est inférieure & OB, c’est-a-dire si7o est inférie el
i nt est 2= v — ou

‘mouvement vibratoire simple, la période de ce mouveme &
/1 Si r, = 3, M atteint B avec une vitesse nulle. 5 le haut
" . une vitesse dirigée vers ut,
— § Je point M atteint B avec ¥ gt dDgEL ML S
o X __s_urpas-ie 32 et sp:)it t, la duree de I’ascension Biit.flil; 391;5511 edagu
de cetlo Vitesse . P o est assea faible M WL B2, eascension BC,
C dills aqurfms:? lgB avec une vitesse nulle, ‘seoi:arkv aal rinte vers le bas tout
o S Has ure 1 k 2

[ ' ] i] a une vitesse MeSt vement vibratoire
mbe de C en B, en B il 2‘était poursuivi; i reprend ce n;?nui N
liset: v_:bra_tolrel départ de Mo et 16 e er&c?sel::t ensuite. Le mouve-
s 'wt( eli:f:j En&: glémes circonstances s¢ Prodd
2 (8 + fa)s

e i en
S i Ay o taigne pes B Lo mOWE

1 R AR T <
en B a pour équation o=
e 20) cos\/

B b p—2 =l

t vibratoire que



B, on trouve

essus de B, il reste au-

<12+ vE).
o @t un point C du

 au-dessus de B,.
wvitesse numérique du

~ EnB,le il suite en B avec la vitesse numé-
~ R S 2, _ urée de la chute B,B
-F: Z (e T o Bt 5 ‘reprend le mouve-
' S - imple dont O est

NS A v : “oscille ainsi indéfini-
: ; b B | ___-daC,oanla

fouvement de G. — La force qui sollicite M
’ !, e
est ] .l'.ﬂ M 0 + mm!M'M‘ Le mouv
soumis a Dlaction d'une force, somme géométri
rique

+ m’-ﬁ%] cefte force est aussi
- 1 i uss1
t une attraction proportionnelle a!llinziii‘tam

o I-'-mK'I‘(_:)F + mm’hfﬁ*

celle qui solli-
ement de (& est cely

i d'un point de masse
des précédentes, soit

)GO. Ce mouy
nouvement est connu, I
lllwe. T?ut?_!ozs le point G reste en O:E
s qu'a I'instant initial le point G est

ement de R. — D’aprés 1’égalité vectorielie OR = o_ﬁ — OM

2(08) _alow) alai)
diz dibE T T

,0na

es ¢ ccélérations de M et M’ sont respectivement p MO + m'MM- et 515?6 MM

one

—
a:|OR) = S O
Em — uMO + m'MM — M0 — mMM,

(o)

_.}
= (st m+m)RO.

:nt de R est connu, c’est celui d’un point dont I’accélération est centrale, pro-

nulle, il reste en O.
L —
de M et de M’. — Le vecteur OG stant connu en fonction de Pépoque ¢, il
! — —
yaitre aussi, en fonction de t, GM et GM’ pour connaitre les mouvements de M

— — P
GM_—GM _ _OR
—E- I m+ m'
port s’obtenant en ajoutant terme 3 terme les deux premiers. On trouve ainsi
. , mw = s T =
m+ m' gk T mw
onstitué par les axes Gz, G¥n Gs paraélré:e(s):yu: :xl:ns f];::u?rs;h q; :t g: mime
.ej-e.E est animé, par rapport au rep s ellipmtiqus

{ est, en général, un MOUVEITE 3 B sont
“v%éﬁa;m(gﬁ:s, les mouvements de M et M’ par rapport & K50

ture. 5 e
mouve Gest T 2% avec wy =V celle des mouvemen!
.Eg\wement de Gest Ti =7

T
GM =

=yutmt . Pour que le mouve-

2n w
et Ty = — Y0 systéme Ozys soit une

CH 'ab_ocisss de M dans le

port & E

a la distance au point 0. Exceptionnellement, si 4 I'instant initial RestenO



SOLUT ON 9
101 DE lleB EKBRJCE‘i 5
| | { L. 259
E D 1 T propo
: Erun U CAS ?KanCULIER i DII lE cas pil.l‘tif'ul' p p L
= 2“ L] ?s't le lel.l de 11’, i l"'pr;u Zero G I -
. 2 !} 7 tpo = LUT0, (r
/ vltegﬂes inltl de M et d r‘{ ont pour t:(;mposant' scala ir es 0, 4
f p ] auu‘ﬂ ce l de G‘ a dll. Pour E.Jmpﬂiant“ 3 r\.; :1 I ! I(
4 0 5 £S5 8CE 88 ()
. ur dalres
L _l[ a pur compsten scalaire. 0,4 et— 4 ”
. ! b A I'é que ¢ Il! coor 5 e (5
| ) -] L e 8 donni Lot dl‘l G

2 cosl\-E,

; =12,
€es 2,0,0 el R aussi.
» 0 pour Ia premiere
12,2 celle de B qui est

par I'énonce, w,
4 pour coordonn

V2 sint g2, ) sintyz
2 cos2ty'2, \,":5 Sin 2t \ E. — /2 sing¢ \-;

osant ty2 = u, on trouve pour représentati itri

P préesentation parametrique de la trajectoire de M,

P . 5 _ z
2 cosu + cos2u = \V2sinw & Y2 gip ¢ Zi= \IDlc: Lok
2 cosu + v Y=V2Zsinu+ sin2e, s Bsing— L sin 2u.

)n trouverait de méme une représentation p}ramétrique de la trajectoire de M’ en utili-

para-
est symétrique par rapport 1‘4’0 de la position de M’ qui correspond & u + =. Les tra-
de M et de M’ sont symétriques par rapport a O, nous n’étudierons que la premiére.
ravant, observons que G décrit d’un mouvement uniforme un cerele C, dont le centre
cercle est dans le plan représenté par y —z =10.
nt R décrit un cercle qui a aussi le point O pour centre, le plan de ce deuxiéme
ur équation y + z = 0.
t concevoir le mouvement de M de la maniére suivante. Le point G décrit d’un
uniforme le cercle Cy, G est le centre d’un cercle C, dont le plan reste paraliéle
_contient 1'axe du cercle C, et la position de G a I'époque zéro, le rayon du cercle C,
e celui de C;, un point M décrit C; d’un mouvement uniforme relativement
‘défini plus haut, la vitesse de ce mouvement a méme grandeur que celle de G. A
G et M sont alignés.
1 trajectoire de M : 1° sur le plan yOz. — Rapportée & I'axe OY dirige sui-
de I'angle yOz et 4 I'axe OZ directement perpendiculaire 4 OY dans
. projection est représentée paramétriquement par les équations
= 2 sinu, 7 = —sin 2u.

e de la tracer (fig. 545).
. plan 30z. — Cette projection est représentée
ment par les équations

1 7 :
2 T, 2 = —(2 sinu— sin2u).

e hypocycloide & trois rahrousseljleri:ts
our axe Oz et pour rapport 75
t—te-‘-projqjq:_tion est représentée
tions
Ly fsou sin2u). l
1 118) par Pafiité qui a pour axe Oz et pour rapport —=.
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: ENTRALE 261
le
Dans le cas le plus généra, p est une fonction dg . ¢ 47 49 !
. . L e i 1
8i F ne contient ni ¢ p; 49 Sl

mentret6enf a1 1% bquations (5) ot
‘ment r et 0 en foncti i .
- ment on de ¢.8i F ne contient pas ¢ ¢’est.

g 0 et méme de (e

2 *
fde 0 26’ "eavation (5) détermine » en
termine la trajectoire. L’équation (3)
lle donne ainsi la loi cinématique dy
E EST FoNcTION DE 1p

3) déterminent successive-

I a-dire est une fonction de r,

fonction de 6, c’est-a-dire

fait connaitre ensuite 6 ou ren
mouvement.
EULE. VARIABL

fonction de ¢,

E r.— Supposons qu’on ait

“M?(’)' le théoréme de la | i S
g orce vive donne 4 Emo’) = mo(rldr, ou, en

elant U (r) une primitive de o (),

e d »
ans le cas de kg ('d_g R (%E)’ S ATUEER
u F reste :
ut étre regardée (665) comme une consé

équation différentielle du premier ordre seulement, Les deux équations

_ ntielles du premier_ordre (3) et (6) permettent d’étudier le mouvement.
nstante % est déterminée par les conditions initiales :  — i — 2U (ry).

’élimination de dz entre les équations (3) et (6) donne I’ i

quence des équations (2) et (3), est

| M, est distinct 1N
rt ne contient 1 d r)
Fo '__+ C’ = r, = 2U r + h
- S (r)

ination de d6 entre les équations (3) et (6) conduit 4 'équation

dr™ 2 C‘!
Z) +==2U()+4
( 2 ‘) & 3 (r) +
e quadrature, fait connaitre r en fonction de ¢. :
tégrer I'une des équations (7) et (8) il faut d’abord séparer les variables.
néral ou la vitesse initiale n’est pas perpendiculaire au rayon vecteur
signe dont il faut faire précéder le radical

\/2U{r) + h—%

1
i d(‘) dr i
_. | | éterminé, au début du mow-
on suivant I cas, G—gt ou 5 est déterminé, &
3 d 1
a fait

r i
itesse initi —TZ est Pinverse de la sous-
_n':ldhfla' vitesse initiale car Ty es

sdiuhi s e BB - A]gel__;:iqu_&deiaprojgction
ajectoire et = €

" oon orienté. Le systéme formé par
r le rayon -v_ar;teur_oflﬂlté Do N

e aaations 1), (6 wadmt quune salution rempliant

cotte solution représente o mowVemer:



