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Fonctions logarithmiques
Fonctions exponentlelles
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1. Fonctions logarithmiques.

De I'étude faite dans le chapitre 10, il résulte que nous connaissons, pour tout réel k _
et pour tout rationnel r différent de — 1, les primitives de la fonction x —— kx".

: k 4 -
Soit k un réel non nul. La fonction x ——» % est continue sur tout intervalle [a, b]

qui ne contient pas 0. Du théoréme 1.12 du chapitre 10, il résulte que la fonc-

tion x — = est intégrable sur [a, b] et par suite admet, sur cet intervalle, des
primitives dont |'étude est |'cbjet de ce paragraphe.

Definition.

1.1 DEFINITION : Soit & un réel non nul.

. k
La primitive sur ]0, + oof, qui s‘annule en 1, de la fonction x — = est

appelée fonction logarithmique.

Cette fonction, que nous notons provisoirement f., est donc |'application de ]O, + oo
dans R définie par: fo: 10, + oof — R

xy—-rj ISdt.
1 L

Propriétés.

1.2 Soit k un réel non nul. La fonction logarithmique f, posséde les propriétés suivantes :

P1 f, est dérivable sur ]0, + oo[ et a pour fonction dérivée sur cet inter-
K

valle la fonction x —> .

Cette propriété résulte du théoréme 2.1 du chapitre 10.

fi est un homomorphisme de (IR%, x) dans (IR, +), c'est-a-dire :
V(x y) e Ry xR%, flxy) = fi (x) + i (y).
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Démonstration : R:. Considérons la fonction g :

: elconque de [R$. LOT : — f
Sou; . ut?oﬁlégmeesr;tlgucornDOSée de la fonction y Xy, dérivable sur R ¢
La fonc

fonction dérivable sur 10, + oo[; elle est donc dérivable sur ]0, + ool
ct k .
S%';t g’ la fonction dérivée de g sur ]0, + ool[. A

k
Onaalors: Yyel0, + ool g'(¥)= xfi (xy) = K=

x(xp),
tde

Y . k
La fonction g est donc une primitive sur ]0, + oo[ de fonction x ——., = Dely

propriété P, du paragraphe 2.3 du chapitre 10, il résulte qu'il existe un rée| k tel
que l'on ait

Yy €10, + ool g(y) = filxy) = fi(y) + K. -

On a en particulier : g(1) = fi(x) = £ (1) + K. Il résulte de la définition de 7,
quelona: 7(1)=0.0Onadonc: K= fi (x) et par suite :

Iy €10 + ool £i(xy) = Ffily) + fi(x). ®

Conséquences : 1. L'égalité £, (1) = 0 traduit le fait que l'image par £, de I'g/¢-
ment neutre du groupe ([R1, x) est I'é/ément neutre du groupe (IR, +).

2. De méme soit x un élément quelconque de [R:. L'image par f, du symétrique
pour la loi X de x est le symétrique pour la loi + de 7, (x). On adonc:

xe]O, + oo, fk(‘}) = — fi(x)

3. Il résulte de I'associativité de la loi X dans [R: ¢ cc calie de la loi + dans IR que
Fonaaussi: Y(xi, ... x,) e (R2)" filxi....x)=7f(x)+ ...+ F(X)

P3 V(x. y) e Rt xRz, fk(‘)':fk(x) — Fe(¥) J

X
y

Démonstration :
Ona:

By eRex Rz, 7,(%) = fk(x~;) - ) 4 7, (;) = (x) — Fi(y). ®

P V:cR: ynez 4, =nr0) 3

Démonstration -
Soient a un réel strictem
Il ny a que trois cas pos

ent positif quelconque et  un entier rationnel quelcondu®
sibles ; n=0, n>0, n<o.

n=90 Ona: fk(a°)=fk(1)=0=0.fk(a).
0 : n) = |
n> Ona: fk(a)—fk(a.....a)=fk(a)+...+fk(8)=”f"(a)'
n fois . n fois =
n<0 | Soitnle symétrique de n pour la loi +.

Ona: f(an) = fi(a=n'y = £

L_'entier rationnel n’ est
et parsuite: £, (an)

1
#7) = = (o).

POsitif; on a donc - fi(an’
= ,  1k\8") = n'f, (a
= ~nfk(a)=nfk(a). | ) )
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1.
FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

@a eR:, Yreq, fi (@) = rf( (a)
pémonstration :
Soient @ un réel strictement positif quelconque et 7 un élément quelconque de @

Soit (p. @) un élément de Z x IN* tel que: r=2~.
q

onssions i) ~ sl

De la propriété P, il résulte que l'ona: £ (ar) = pf, (a‘:;)

Calculons fy (a%).
p

Ona: fix(a) = fk((a%)q) = qfk(a%), et par suite : £, (az) = %fk(a).

; ; n_P
On a finalement : f.(a") = g fr(a) =rfi(a). m

L e —— e

Remarque : Cette propriété est une généralisation de la propriété P,.

Fonction logarithme népérien.

e v |

1.3 DEFINITION : On appeile fonction logarithme népérien *, et on note
Log la fonction logarithmigue f,, c’est-a-dire I"application de IR dans IR
définie par : log: R — R

qx 1
X fo—- J ? dt.

|

‘ On emploie aussi quelquefo:s e symbole In au lieu du symbole Log.
! Pour tout réel strictement positil x, |2 réel Log x est appelé le logarithme népérien

“x 4

(4]

i dexetona: Logx= | - di
gy &

1.4 Les propriétés du paragraphe 1.2 s‘écrivent alors :

Llog1 =0
f(a, b) e (R})2  Log (ab) = Log @ + Log b

TomrTET

f(a b) e (RY)? Log% — Loga — Log b
faeRy, Yyre@Q, Log ar=rloga

e

Exemples.

27./6% - A
| 1. Ona: Log 3 = Log (27.5%) Log 3
— Log 27 + Log 52 — Log 34
=7LogZ+2L095—4Log3.

l
T

1560-1617). 11 @ publié son ouvrage principal en 1614, ol il chaisit

ien écossais (

* John Neper, ou Napier, mathématic
. # sme de logarithmes.

le nombre e comme base de son syst
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2. Considérons la fonction x —> Log (x — 2) — Log (2x + 1) + Log (x 4 3).
Cette fonction est définie pour tout réel x tel que I'on ait :

x—2>0 x> 2

1
2x+1>0, c'est-a-dire: X > =i
x+3>0 x>—3

L'ensemble de définition de f est ]2, + oo[.

x—2
On aalors: §x€]2 + oof, f(x) = Log (

2x +1

)+L09(X+3)
(x—2)()r+3)__|_o X+x-6

= L =
S AR e T

: x2+x—6 3o
Remarquons que la fonction x —— Log W est définie pour tout réel x
tel que l'on ait : (x=2)x + 9) > 0, c'est-a-dire pour tout réel x de

2x 41

1
-3 -3[uiz + et
s 3
3. Considérons la fonction f: x > Log 2;'{_' 12§‘ X
Cette fonction est définie pour tout réel x tel que l'on ait :
_ (x +2)3

((x N#0 et > o).

cest-a-dire: (x#1 et x+ 2> 0).
L'ensemble de définition de fest D = ]— 2, 1[u]1, + =o].

3
Onaalors: {xeD, L°9%f—1237=“‘:‘“*33’ — Log (x — 1)4.
Puisquel'ona: YxeD, x4+ 2> 0, ona. Log(r+ 2)* =3 Log (x + 2).
De la proposition : {xeD, ((x~1)“-— lx=-11* et |x=1]|>0), il
résultequel'ona: YxeD, Log (x — 1)* =4 Loa !« — 1|

ja
Onadonc: yxeD, Logg—'_?;d‘.—'j'ho() x4+ 2)—-4Llog|x—1|

Etude de la fonction Log.

1.5 e |l résulte de la définition 1.3 que I'ensemble de définition de la fonction Log

est R3. Il n'y a pas de réduction apparente de I'ensemble d’étude; nous étudions
donc cette fonction sur ]0, + oof.

® De la propriété P, du paragraphe 1.2 il résulte que la fonction Log est déri'vab'e
et par suite continue sur ]0, + oo[, et quelle a pour fonction dérivée sur cet inter-

i 1
valle la fonction x +—» =

De la proposition : Yx €0, + oof, }‘> 0, il résulte que la fonction Log est
strictement croissante sur 10, + oo,

e Démontrons que la fonction Log admet une limite en + oo égale & + <0, c'est:
a-dire:

VeelR, JbeR, YxelO, + oo ((x>b) —> (Logx > a)).
Soit donc a un réel; cherchons le réel 4 sous la forme 2~.
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71. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS HPONENTI‘LL‘E'S

La fonction Log est str?ctement croissante sur 10, 4+ oo[. Pour tout entier rationnel n
ot pour tout réel x strictement positif, on a :

(x> 27y => (Log x > Log 27), c'est-a-dire:

(x> 2n)y => (Log x > n Log 2).

pour avoir :  Log x > a, il suffit donc d'avoir: n Log 2 > a.

p'autre part, il résulte de la croissance stricte de la fonction Log et de I'égalité :
Log1 =0, que l'ona: Log2>0.

pouravoir: nLog 2 > a, il suffit donc d'avoir: n > —Log 5

Soient n1p I'entier rationnel égal & E (L% + 1) et b le réel égal a 2o,

Onaalors: §xel0, + oo, ((x>b) => (Logx > no Log 2) —> (Log x > a))

et par suite : | liMm Logx =+ oo

X—+< @

e Cherchons si la fonction Log admet une limite a droite en 0.

Ona: §xelRY, Logx=_|_og}‘. -
Cherchons donc si !a fonction x —— Log 1; composée de la fonction x 1

X |
et de la fonction Log, aamet une limite a droite en 0.

La fonction x —— : sdmet une limite a droite en 0, égale a8 + oco.

La fonction Log admet une limite en + oo, égale a + oo. |
De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction

X — Log 3-( admet une limite & droite en 0, égale a Iirg Log.

. ; . 1
Onadonc: lim Log {1 + co etparsuite: Im; Log x = — lmg Log = = =50,
— — XKow!
';>% A :>O x>0

® On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 1 + oo

——

(Log)’ (x) +

/v+°°
Log x 0
|-

® Etudions les branches infinies de la courbe représentative C de la fonction Log.
€ la proposition: lim Log x = — oo, il résulte que la droite d’équation :

x—0

X x>0
=0 est asymptote a la courbe C.

Log x .
3 admet une limite en + oo.

D'autre part, cherchons si la fonction x —
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1 .
De la proposition : (Vt € ]1, + oof, < 1) et de la propriété P, du Paragrapp,

1.13 du chapitre 10, il résulte que lI'on a : Yxe]1, + oo, L %dtg f" i#
c'est-dire 1 fxe]1, + cof, Logx < x — 1. 1
On a donc a fortiori : Yx e ]1, + oo, Log x < x.

Soit x un élément quelconque de 11, + oo[; le réel 1/ x appartient a 1, 4 ool

Onadonc: Logy/x<+/x.
On a alors les équivalences suivantes :

(Logv/x<4/X) @»(%Log)&\/?)

<=>(Logx<2\/)_()<=>(L°fX<2}(/x).

. . . — ; Lo 2
Puisque x est strictement positif, on a: x = (1/x)? et par suite 9.X

SVx

D’autre part, puisque x est strictement supérieur a1, ona: Logx > 0.

On a donc finalement : Yxe 11, + oo, 0 < <ok < 2
X \/x

lim —— =0 et de I'exercice n° 66 du chapitre 5, il résulte
X—>+ '\/;

De la proposition :

que l'ona: Ilim Log x = 0.
X—>+ X

La courbe C admet donc une branche parabolique de direction Ox.

e La courbe C admet une tangente au point de coordonnées

(:)) de coefficient
directeur (Log)'(1) = 1.

Voici la courbe représentative C de la fonction Log :
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Limites ol intervient la fonction Log.

" pans le paragraphe 1.5 nous avons démontré les résultats suivants :
Tlim Log x = + o0

e t®

jim Log x = — oo
’ho
x-0

lim
x>+ @
=

Log x _
= !

o Cherchons si la fonction x — x Log x admet une limite 2 droite en 0.

1
Log ;
Ona: YxeR:, xlogx= — 3
X
Log :—(
La fonction x —» 1 est la composée de la fonction x ——» %et de la fonc-
x
. Log x
toniX i ===

La fonction x

1
> ;@ une limite a droite en 0, égale a + oo,
Log x

La fonction x — a une limite en + oo, égale a 0.

De la propriété P; du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction

1
LOg ;
X —> 1 admet une limite 3 droite en 0, égale a 0.
x
I
Log =
Onadonc: lim o 0, et par suite : Iin;x Llogx =0
o % X0

® La fonction Log est dérivable en 1, de nombre dérivé égal a 1.

On a donc : lim S99 X = Log 1 _ 4 crect s dire: lim 29X — 1.
x»1 x — 1 x>1 —_—
Considérons la fonction X —> Log (1 + X) (l + x); cette fonction est la composée de la
Log x

fonction x —— x + 1 et de la fonction x — x—1
La fonction x x + 1 admet une limite en O, égale a 1 et il existe un inter-

1 1
valle épointé | de centre 0, par exemple]— 5’ O[U]Or i[ltel que: fxel, x + 1 % 1.

La fonction x I;o_g : admet une limite en 1, égale a 1.
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De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonctie,
n

X b --Lf"-’--% 2 admet une limite en 0, égale a 1.

Onadonc: |lim09 0+ _ 4

X0 X
Exemples.
1. Cherchons si la fonction  x » x* Log x admet une limite a droite en 0

L'ensemble de définition de cette fonction est IR
Ona: yxeR., xlogx = x xLog x.

Des propositions :  Iim x = 0 ot hm x Log x = 0, il résulte que l'on a :
X0 X )
x -0 -0
lim x? Log x = 0.
x+0
x>0
2 ’ 1 ek
2. Cherchons si la fonction X » x Log ‘1 I =] admet une limite en + oo,
x
L'ensemble de définition de cette fonction est D = |~ oo, —1[ U]O, + cof.
f 1
; Log (1 + =}
»
Ona x€D, xLlog (! + - —_
: v 9 q \’ 1
-
1 > 1
La fonction x —— x Log |1 + —| est dunc la composée de la fonction x — %
i
Log (1 + x
et de |z fonction x 5 oo P T,
X

1
La fonction x —— % admet une limite en + oo, égale 30 etona:
= 4
VXG]O‘-I—OCL ;>0

La fonction x

> Log (L % admet une limite 2 droite en 0, égale 3 1.

De |2 propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction
i ( 1 5o
x —> x Log (1 - ;) admet une limite en 4 oo égale 3 1.

Log x
Vx

L'ensemble de définition de cette fonction est IR} .
Ona: YxelR;}, L2 Log\/;.

admet une limite en + co.

3. Cherchons si la fonction x —>

\V/x Vx
La fonction x —» \/; admet une limite en + oo, égale 3 + oo,
Log x
X

La fonction x —> admet une limite en + oo, égale a 0.

ncﬂon
De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte que la fo

L
X —> :/g_x admet une limite en 4 oo égale a 0.
X
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1.7

gase d'une fonction logarithmique.

|| résulte du pa.ragraphe 1.5 que la fonction Log est une application continue et
strictement cro:.ssante de .]0, + oo dans ]— oo, + oo[ qui satisfait aux deux
propositions suivantes : l:)m Log = — oo et limLog = + co.

y pude

on démontre, comme dans le paragraphe 2.2 du chapitre 6 que la fonction Log est
une bijection de O, + oo sur ]— oo, + oo,

“D‘autre part, pour tout réel & non nul, la fonction logarithmique £, satisfait 3 la

1.8

proposition suivante :
A, f(x)zrljd‘=kl.’i’—kLo
yx <0 . [ [ Y

On adonc : fx = k.Log et par suite f, est aussi une bijection de ]0, + oof sur

]— oo, + ool.
Nous énoncons le résultat suivant :

Pour tout réel & non nul, la fonction logarithmique f. est une bijection de
]0, 4 oo[ sur ]— oo, + oof.

Définitions.

e Soit k un réel non nul.

On appelle base de la fonction logarithmique 7, et on note a2 l'unique réel
strictement positif dont l'image par /, est égale a 1.

De I'égalité: 7, (1) = 0O et de la bijectivité de 7, il résulte que I'on a a #

On a d'autre part : f,(a) = k Log a2 = 1 et par suite :

1 1
Loga - k et fi = (l.()(j .'1) Log

® Soit a un réel strictement posiuf, différent de 1

On appelle fonction logarithme de base # et on note log, la fonction loga-
1

Log a

“ Log x '
Ona: l';x ¢ ]0O, + o[, log, (x) = L_()() = i

rithmique £, avec : &

® La base de la fonction logarithme nepeénen est le réel e tel que l'on ant :

[L"Q\ei‘l; une valeur approchée, 4 107° prés, de e est ©:  2.71828

* La fonction logarithme de base 10 est utilisée pour les calculs numénques. On

emploie souvent la notation log au heu de log,
Bty | Log x
onc:yxe ]O, + oof, logx = Log 10

Pour tout x de 10, 4+ oof, le réel log x est appelé le logarithme décimal de x.
U . 1
Né valeur approchée, 8 10~ * prés, du réel M = Log 10 est 0,43429.
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272
1. Soit A =29z V8 x logs

|094%/6—4'
' 1 _1log8 _1Llog23 3
Ona: log,v/8 = 2'028 2log2 ~ 2Tlog2 2

6

Log 27 Log 33

2 = = - =
logs 27 2log; 27 =2 Log 3 2 Log 3
__1 Log 64 1 Log 4%
log, /64 = '°9“ 3Togd 3log 4
et par suite : = ‘33_-6 = 9.
2. A tout couple (x, y) de I'ensemble E = (R} — {1})?, associons I rg
B = log,y.log,x.
. Log y Log x
On a alors ¢ V(XV)EE B—-ml?g—y—'l

Onadonc: | Y(x.y) €E log.y.logx =1

3. A tout triplet (x, y, z) de l'ensemble F = (IR} — {1})3, associons le réel
= log,y. log,z.
Log y Logz Logz

I . . ’ C
On a alors : {(x,y.2)eF Logx Cogy Logx

= log,z.

On a donec : Vix.y.2) e F, logy.log,z= log,z

Fonction logarithme de hase .

1.9 Soit a un réel strictement positif différent de 1.

Etudions la fonction log,.
Du paragraphe précédent, il résulte que cette fonction est le produit de la fonction

1 :
Log par le réel 5o et par suite :

® L'ensemble de définition de la fonction log, est 10, + ool.
e La fonction log, est dérivable, et par suite continue, sur 10, + ool.

: : { | 1
Ona: {xe]0, 4 oof, (log,) (x) = TITE A T
e La fonction Log est bijective et strictement croissante: on a donc :
((Loga<0) <= (0<a<1)) et ((Loga>0) < (a>1).)
Silona: a>1 (resp. 0 <a< 1), la fonction log, est strictement crois-

sante (resp. strictement décroissante) sur ]0, + oco[ et satisfait aux deux propo-
sitions suivantes :

lim log, = + oo lim log, = — oo
4+

lim log, = — oo reSP- ) lim log, = + o
0+ 0+

e On a donc les deux tableaux de variation suivants :
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1
> 0
e o ‘ <e<

X + oo X

“(x

(loga) () * (10g,)" (x) o
pre= + oo

l0gs X o lo +°°\

-— 00 0a X 0\‘

| - o0

o Etudions les branches infinies de la courbe représentative (', de la fonction log
gifon a: a>1(resp.0<a<), do la proposition - lim log, = + .
00

im | = — 00), il rdsult v . !4
(resp. lim log, ) ulte que la droite d'équation : x = 0 est asymp- : !
tote & la courbe . | |

seem X o LOQO X

L i
Ona dautrepart:  hm MY e 0otparsuite lim . Logx _ 4 ’{

!
La courbe C, admet donc une branche parabolique de direction Ox. :

-

1 > ol

o La courbe C, admet au point de coordonnées ‘0) une tangente de coefficient o ‘
‘ l

1 ¥

directeur (log,) (1) = 14

o On a donc les courbes représentatives suivantes ¢, et C; dans un repére ortho- ' # ‘

3

{ |

nomé (0, 2.7 ). ¢

4

|

|

|

{

e -
== s
SN -

R SR N Y
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1.10

le cas ol a est égal a e, on retrouve la courbe représe"tative
1, Dans

Remarques :
de la fonction Log.

. ‘ l

1 .
ictement positif différent de 1. De I'égalité : Log i Log a il résulte que
stricte ) logx _ Logx _ —_—
x) = =
l'ona: Yxe]lO, + ool '09% ( Log% Log a

i ives C, et C, de log, et de log, sont ¢q
Les courbes représentatives respectives &, : g 3 nc

a

symétriques par rapport a l'axe Ox.

Caractérisation des fonctions logarithmigues.

Nous avons démontré dans les propriétés P, et !’2 du paragr:'aphe 1.2 que toute
fonction logarithmique est un homomorphisme dérivable de (R, x) dans. (R, 4):
d'autre part nous avons démontré, dans le paragraphe 1.7 que toute fopctlon loga-
rithmique est une bijection de IR: sur R. Il en résulte que toute fonction logarith-
mique est un isomorphisme dérivable de (R}, x) sur (IR, +)
Démontrons que cette propriété caractérise les fonctions logarithmiques.

THEOREME : L’ensemble des fonctions logarithmiques est I'ensemble des
isomorphismes dérivables de (Ri, x) sur (R, +)

Démonstration :

On vient de démontrer que toute fonction logarithmigue est un isomorphisme
dérivable de (IR!, x) sur (R, 4). Il suffit donc de démontrer que tout isomor-
phisme dérivable de (R, X) sur (IR, +) est une fonction logarithmique.

Soit f un isomorphisme dérivable de (IR}, x) su (R, +).

f est en particulier un homomorphisme de (R, x) dans (IR, +); on a donc :
§(x. v) € (R3)2, F(xy) = £(x) + (y).

Soit x un réel strictement positif quelconque. La fonction g : y —» f(xy) définie
sur R est égale a la fonction 4 ¥V = £(x) + 1(y). définie sur IR*. La fonc-

tion f est dérivable sur IRY: il en est donc de méme des fonctions gethetlona:
Uy eRIL, g'(y) = xf(xy), et

YyeR:, w(y)=o0 + F'(y).
Nous en déduisons - IyeRS, xr (xy) = f(y)
IWen résulte : xf"(x) = f(q), |

1 Proposition suivante - UxeR:, f(x)= L();—)-

fonction £ serait une for: rait égale a la fonction nulle, et par suite 12

, onction constante syr [R * s gt % :
le réel £'(1) n'est donc pas nul. R+ Orest une bijection de IR sur R
Posons : k = s

(1): la fonct _—
G K ) 1a fonction £ est alors une primitive syr 10, + oo[ de la fonc-
on x —- ;.
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pautre part puisque f est un homomor
(R, +), Vimage par f de Iélément
R 4);0na donc: (1) = 0.

ion f est la primitive de | : k
a fonction e la fonction x — 2 qui &
L % 9ul s'annule en 1; c’est donc

hi *
:utlrsem: du groupe (IR}, X) dans le groupe
e (R, x) est I'slément neutre de

la fonction logarithmique 7. m

9. Fonctions exponentielles.

Dans le ;.).aragraphe 1.2 nous avons démontré que toute fonction logarithmique
ost UNE .buecthn de R sur [R. Par suite toute fonction logarithmique admet une
application réciproque, qui est une bijection de IR sur IR:.

DEFINITION : Sc?it a un réel strictement positif et différent de 1.
on appelle fonction exponentielle de base a I"application réciproque de la
fonction logarithme de base a.

Nous notons provisoirement exp, I'application réciproque de la fonction log,.
onadonc : YxeR, fyeRL ((y=exp.x) <= (x=log.y)).
Le théoréme suivant permet de poursuivre I'étude des fonctions exponentielles.

. 22 THEOREME : Soient E un ensemble muni d'une loi de composition interne,

3

notée +, et F un ensemble muni d'une loi de composition interne, notée L.

Soit f un isomorphisme de (E, x) sur (F, L)
Alors la bijection réciproque f-1 de f est un isomorphisme de (F, 1)

sur (E, *).

Démonstration :
Il suffit de démontrer la proposition suivante :

V(s va) € F2, £=1(yy L ya) = F~"(ya) #F~" (¥2)- _
Soient donc y, et y, deux éléments quelconques de F ot soient x; et X les éléments

de E dont ils sont les images respectives
Puisque f est un isomorphisme de (E *) S
X *x3) = F(x,) L F(x2) = y1 L V2
et par suite :  xyxxp, = f~! (F(x4 * X2)
Onadonc: £-1(y,) *xf~1(y2) = X1 *X2

par f.

) = =1 (y, Ly2)
— f-1(y; L y2) ®

Proprigtes.

Soit a un réel strictement positif et diffé

Propriétés sui ; |
és suivantes : i fonation dériﬂ

La fonction exp, €st dérivable sur R eta
) expa X-

la fonction x —> (Log @) ®7Fa ™" _—

rent de 1. La fonction eXPa posséde les
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Démonstration

Dans le paragraphe 1.9, nous avons démontré que la fonc}ion log, est Une bijg,
maw;emer,: croissante si a > 1 (resp. strictement décroissante g Cda 1"!,%
;a' sur IR, dérivable sur IR, de fonction dérivée (log,)’ définie par ) dy

1
yxe R:, (log,) (x) = x Log a.

Ona: fxeRZ, xTo0 8 # 0. Du théoréme 2.6 du chapitre 7, il résulte done =

la fonction exp, est une bijection strictement croissante si g > 1 (resp.

. : Slricte.
ment décroissante si 0 < @ < 1) de R sur R, dénv1able sur IR, de fonctin dérige,
oi- 6 ’ - _ 1
(exp,)’ définie par: Yx € R, (exp,)’ (x) = (log 2)" (exp, %) = \T\
m)TxE: X

cest-a-dire: fxelR, (exp,)'(x)= (Loga)exp,x. =

Pz La fontion exp, est un isomorphisme de (IR, +) sur (RZ, x). :
On a donc : Y(x y) e R2, exp, (x + y) = exp, x.exp, y. i

J

Démonstration :

log, est un isomorphisme de (R}, x) sur (IR, +). du théoréme 2.2, il résulte que
sa bijection réciproque exp, est un isomorphisme de (R, +) sur (R:, x). m

Conséquences : 1. L'image par exp, de I'élément neutre de (IR, +) est I'élément
neutre de (IR, x), c'est-a-dire : exp, 0 =1

2. L'image par exp, du symétrique pour la loi 4+ de tout élément x de R est le
symétrique pour la loi x de exp, X, c'est-3-dire :

1
'X € R, €Xp, (— X) - exp, X
) _ _ exp, x
P3 Vs SR . (il S2L J
Démonstration :
Ona:

V(x y) e R2, exp, (x — y) = exp, (x+ (= y)

= (exp, X) .exp, (— y) = (exp, X) "(37;:7)' g

ssewssTy
P4 Vre@, exp,r=a, e

Démonstration :
Soit r un nombre rationnel quelconque.

Ona; log, (") = rlog, a =r

et par suite : exp, (log, (@) = exp, r, c'est-a-dire: a’ = exp,r. B
Notations : 1. 1| est donc légitime de noter par convention a* Iimage P&" ®%

d'un réel quelconque x Avec cette i G oo rop!
, n tles P
précédentes s'écrivent - Otation, la définition de exp, €
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R 0= < s

'XCR:
'x € R r IOQO (ax) =X
IXG'R:‘ ; WOE =K dl 3
jooy) € RE & =8 1
" ax B B
jup R &7 =g ]
[',"

| -
r tout nombre rationnel r, on a : 1r =
' : 17=1. Il est donc légiti '
gitime de i
poser, i'

~Pou .
par convention : fxelR, 1*=1.

i

P5 VXE'R, ax = exloga ; ;{

Démonstration : i

Soit x un réel quelconque. | 1

Log a*
. —_ X =

ona: X log, a Log @

rentielle de base e est la bijection réciproque de la tonciic ; _

On a donc : exloga — gloga* = 3%, W n logarithme népérien.

Cette propriété est également vraie si @ = 1.

| PB ¥(x. y) e R% (&) = av

Démonstration :
Soient x et y deux réels quelcongues.

Le réel a* est strictement positif.

Ona: (aY)y = evloss’ = ewtos? et:
Onadonc: (a¥)r=2av. ®
Remarque : On démontre de fagon analogue que,

et par suite: x Log a = Log a*. La fonction expo-

S e T o T

P OO TR R T T

axv = ewloga,

- = -
e

si a et b sont deux réels stric-

a\* &
st un réel quelconque, on a: (ab)r= as.bx et (E) =37
ionnelles obtenues

t les formules sur les puissances rat ‘
| 1

Al <
S

tement positifs et si x e

Ces formules généralisen
dans le chapitre 6.
{

Fonction exponentielle de base e. Al

24 Leg propriétés du paragraphe 2.3 s'écrivent alors :

IxeR, yyeR: ((r=¢) <" (x = Log ) Y
fxeR, Logerx= x
IxeR*, elogx=x

V(xl Y) € |R2' exty = exeY
eX

LR I——

Exemples.

.

s o

TTVRERITINRT

L 1).
Log & + g—Logx) = Log (x + m) = log (X t+ %

1. 0n a: VXEIR.'“ Log ( |
I
i
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? Résalvons dans R V'dquation ged1 Be''? — B 0O

Ona . freR, pe2 Setts Be? = o(6% — Bo g - 6es
ot yxeR, ei — 6o et —6Be? = (o' + o) (e — g4,

On a dong :

(p:. Y _Ka?t? . He’ = f.)) - > (g% — S0 0:_60', = O)

<> ((e* + o)ler - 66) = 0)
<> (01 = Beg)
<= (x = Log (6a))
< > (x =1 + Lf)ﬂ (r)).
3. Résolvons dans IR I'équation : e'c — 3p2r 4 2 o 0.
Ona: fxelR, e%* — Je?r 2 = (g2* - 1) (e — 2).
On a donge :
(e** -3 e2* 4+ 2=0) < > (e — 1 =0 ou ,_,'11_2__20}
< >((er); -1=0 ou (,,.)2__220)
-« e (0‘ =1 Ou @e*f= \/’5)
<=> (r=0 ou x=Log V'2).

L'ensemble des solutions dans R de Féquation : €% — 3 g2+ 4 5 _ 0 est égai ,

= 1
{0. Log v'2} ou encore & :0, 3 Log 2:'

Etude de la fonction x —— ex

2.5 e La fonction exponentielle de base e est I"application réciproque de la fonction
Log.

De I'étude de la fonction Log, il résulte que I'on a le tableau de variation suivant :

X | — o0 0 + oo

; eeewt B0
e’ PR

0—

On a donc : lim e« = + oo et lime:r=Q
X ~+ Xow—00

® De la propriété P;

dérivable sur IR, de fo

La fonction expon

dérivée x ——» gr

du paragraphe 2.3 j| résulte que la fonction x —> e'lﬁl
nction dérivée x ——» (Log e)er, c'est-a-dire x —* 4 "
entielle de base ¢ est dérivable sur R, de foncti©

: _ i3
. Pu_lsque la fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque 9¢ g
fonction Log, Ia courbe représentative C de la fonction exponentielle de base

- o on -
et celle de la fonction Log sont symétriques par rapport & la droite d'équét
y = x dans le méme repére,

On a donc la courbe représentative suivante -
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[.) Eltudions Igg branches infinies de |a courbe C.
e la proposition : lim e* = 0, il résulte que la

X==— 0

asymptote a la courbe C.

droite d’équation: y =0 est

Dlau 1 < x
tre part, cherchons si la fonction X — % admet une limite en + ©0.

Ona: e*
: |xelR, x= Lloge® la fonction X —> & est donc la composée de la
X

foncti
nction x —» ex et de la fonction X —
Log x
+ oo égale @ + ©°

La foncti
nctiom x ——» e¥ admet une limite en

Log x B
g admet une limité en + oo égale 30etona:

La fonction x +—>
ixen1, + Log x . ; X -
.+ oo, P > 0. Par suite la fonction X —> ‘L'of;-)? admet une limite

%"eT oo égale 3 + oo.
a propriété P, du para

e 5, il résulte alors que la fonction

graphe 3.13 du chapitr

X ex
— — admet une limite en + égale a + ©°

On a: lim e—" = + 00,
La i X++m X
urbe C admet donc une branche Pafab°"q“e d

e direction Oy.
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2.6 o Dans le paragraphe 2 8. nous avons domonted |e

Limites oG intervient ia fonction x L
% ll}"ul"iﬂb "J’Wun‘

m @ = 4 o5 i e £

'"h - o

Sevmils L i ™
e Cherchions si la fonction x > xe’ admet une limne en P ’
La fonction x » xe’ o9t la composée de 1z fonction x P I3 .
b e KladH LF W
La fonction x » 27 admet une himite en 7 Gyale 4 () etong
yxe R, e > 0.
La fonction x +—» x Log x admet une limite & dioite on 0 bgale 4 0,

De la proposition P, du paragraphe 313 du chapitre 5, il résulte sl

- Q'J', !b '()g,
Uon x ——» xe’ admet une limite en o bgale 4 0 v
Ona: | limxe =0 |

Xy~ |

o —

—_—

® La fonction exponentielle de base e est dérivable

sur R, done Bérrvable 4, ¢
de nombre dérivé égal 3 0 ;

. e — gb ' ‘ ¢ ~ 1 ;
On a donc : lim —a =1, cest-3-dise : | jjm =" _ 1 |
7+0 x— 0 2e) X

Exemple.

Cherchons & |3 fonction - « . » 28’ admet une lirnie en O
Uensemble de définition de cette foncti

on est R*, nous dsstinguons done desur i
¥<0 et 250

1
Lz fonction . % 0o = admet une hmite 4 gauche en 0 bgale & —

Lafonction : v —— 5 g7 admen sonc une imite & gsuche en 0 bgale 3 0

Ceségaiés . imz=0 e1 him o =0, il régulte : km a8t w0
lb'; ID'J 1»9
£ r<0 z=%

.

.
Si 7 v8t positif, nous remsrquons que fon 3 - freR,, 1 =

x
1
La fonction x 0 = admet une limite 3 droite en 0, égale & + o

cl
La fonction » — - aomet une kimite en 4+ oo, bgale 5 + oo

e :
La fonction x —0» 7 39met donc une lmite & drone en 0 égale 8 + o=
”

Ona: bmzxe' = 4 co.
290
2.4

g 1
Mous avons donc - im 20 =0 ot Em rer

z+5 ]
) >0

e i

W en résuite que i fonction x . xe” 1’3 pas de hmite en 0.
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Autres fonctions exponentielles.

9.7 Soit & un réel strictement positif différent de 1. ' '
e La fonction exponentielle de base 4 est I'application réciproque de Ia fonction - ;
Igg.; donc les deux tableaux de variation suivants : Pi

e> ! 0<a<1 &
X | —o 0 + oo "3 - 0 P L
¥ "'1/'+ ) ax +°°\1 4E;|

o~ e {1

¢ De la propriété P, du paragraphe 2.3,

il résulte que la fonction x —» 2 est '
dérivable sur R, de fonction dérivée x . l

» @' Log a.
e Puisque la fonction exponentie

lle de base a est la fonction réciproque de la
fonction log, la courbe représe

ntative °, de la fonction exponentielle de base a

et celle de la fonction log, sont symetriques par rapport a la droite d'équation : ]
y = x dans un méme repére orthonormé. B
e Etudions les branches infinies de la :
courbe C,. 1
Silona: a> 1(resp 0 < a < 1). dela
proposition: lima* = 0 resp lima* = 0),

X-»—o Y-

[

il résulte que la droite d’équation :
Yy = 0 est asymptote a (..

D'autre part, silona: 2> 1,0na:

i

|
'l
- ax N gxloga :T! .
lim — = lim Loga.=—— = + o it
X+t X X+ x Log a | AL
etsil'ona: 0<a<1, ona: |
2 ax N eXLDga | |
lith & lim Loga.———— = — oo, ;
X>— X Firmd x Log a '

La courbe G, admet donc une branche
Parabolique de direction Oy.

figure ci-contre représente les courbes
Gl et ez. .
3

-
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Caractérisation des fonctions exponentielles,

De méme que pour les fonctions loganthmiques, on a le théoréme SUivan,

2.8 THEOREME : L'ensemble des fonctions exponentielles est %

3.1

isomorphismes dérivables de (IR, +) sur (R}, x).

Démonstration : \

Il résulte de la définition 2.1 et des propriétés P,’e_t P, du Paragraphe 2 3
fonction exponentielle est un isomorphismg denvat?le de (IR, +
Il suffit donc de démontrer que tout isomorphisme dérivable de
est une fonction exponentielle.

Soient donc f un isomorphisme dérivable quelconque de (R, +) sur 55
f=1 la bijection réciproque de £. Du théoréme 2.2, il résulte que 777 est yn isomof,!
phisme de (RZ, x) sur (R, +).

Démontrons que f-' est dérivable en tout point de R }; pour cela | suffit de démon.
trer que la fonction dérivée 7 de £ sur IR ne s'annule en aucun point de R
Soit x un réel quelconque. La fonction g: y f(x + y), défini
égale a la fonction h: y —» f(x) f(y). La fonction f est dérivable
est donc de méme des fonctions geth Ona:

VveR g(y)=F(x+y) et

fveR h(y) = f(x).£(y).

Nous en déduisons: Yy eR, 7 (x + y) = f(x) F'(y).

Il en résulte : IxeR, f(x)=F(x) F(0).

Si le réel £ (0) était nul, la fonction f' serait égale & la fonction nulle, et, par suite,
la fonction f serait une fonction constante sur R,

Or f est une bijection de IR sur IR r. le réel £ (0) n'est donc pas nul.
D'autre parton a : fxelR, f(x) >0, onadonc: IxeR, Ff(x)#0.
La fonction -1 est donc un isomorphisme dérivable de (R, x) sur (R, +). Du

théoréme 1.10, il résulte que /-1 est une fonction logarithmique; la fonction f est
donc une fonction exponentielle. m

Que
) sur (R;'D:T

€ sur R ey
sur R; il e

3. Applications.

Calcul de primitives.

. . - - i ‘ ux
® Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de IR et satisfaisant @
Propriétés suivantes -

{YxeD, f(x) # 0
t f est dérivable syr tout intervalle contenu dans D.

Considér'ons la fonction g - x ., Log | £(x) |. que nous notons aussi LO9°
La fonction g est définie sur D. Etudions la dérivabilité de g.
Soit D, (resp. D:) I'ensemble défini par -

D, ={xeD I £(x) > oy (resp. D, = xeD|f(x) < 0}). )
On a alors : VX ¢ D,, g(x) — Log f(X) et vx - DQ: g(X) B Log(-— f(X) "

i
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fonction f est dérivable sur tout i
le contenu dans D; la ut intervalle contenu dans .
do|nc esrivebiin sur tont im:g’ml:ltlon Log est dérivable sur g"doan sur:tout inter-
alle contenu dans D,, de fonctio, a fonction g est
oar © §x€Di g =F(x) fT1x)‘ = ’@ ion dérivée g’ définie
sme la fonction — ” (x)
gitni‘mervaue contenu d;:ssth?"l'Vable Sur tout intervalle contenu dans D
dérivable s 2 1a fonction Log est dérivable sur R+, La fomatior »
est donc ur tout intervalle contenu dans D deufr +t: oo
2 onction dérivée g’

définie par : §x € D2 g'(x) = — F(x)- ;( G
- ' - —f(x) — f(x
Finalement la fonction g est dérivable sur tout inter(vzzlle contenu soit dans D
1 | 1 ST ’
soit dans D2 jde fonction dérivée g' définie par : jx e D, g'(x) = ' (x) 1
’ )

c'est-a-dire : YxeD, (Logo|f|)'(x)= ’;_'((_’L))
X

Cette propriété permet .de déterminer les primitives de certaines foncti

Remarqqe : La fonction g est en fait dérivable sur tout intervalle colnotn& d

car tout mFervaIIe contenu dans D est contenu soit dans Dy, soit dainuD af's'[')
existait un lnter\{alle | inclus dans D qui contienne un point x,llde D, et usn ;ir;ts :
de D,, on aqralt, f(x;) >0 et f(x;) <0; lafonction f est dériv:able su?l el)l(;
esF donf: continue sur | et par suite, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiai;es il
existerait un point y de | tel que 7(y) = 0 ce qui est contraire a I'hypotheése faite slur

la fonction f.

Exemples.
est définie sur R — {— 1}. Cette fonction est

-

1. La fonction 7 : X7

continue sur |— o9, — 1[ etsur ]1—1, + oo[; elle est donc intégrable sur cha-
cun de ces intervalles.
Une primitive sur chacun des intervalles précédents de la fonction f est la fonction

x — Log | x+ 1 | définie sur R — {—1}L

2. La fonction tg @ X +——> tg x est définie sur R — :

l

+ kT, kezi.

NH

Soit k un entier rationnel quelconque.
T, , T
ntégrable sur ]—— 5 + Kk, 2 + kn[.

La fonction tg est continue et par suite i

0 % sinx __ (cos)’(x),
Ona: Vxe]—:—2+kn,§+k"‘[: 19X = Cosx cos X

N

]_f+kn,;+kn[ est donc la

Une primitive de la fonction x —> 19 X sur

fonction x —> — Log | cos X [
2x + 1

- . /"‘
3. Soit la fonction f: X+ 3(x2 + x + 3) .
e la fonction F est

De la proposition (fx€ R, x*+ x + 3u>rn0?). il résulte qu
. i st continue $ .
définie sur IR. Cette fonction € 4o de la fonction X —> x24+x+3,

st la fonction dériv :
o f sur IR est donc la fonction

tive de la fonction
X —> Long2+x+3.

Lafonction X —> 2x+
dérivable sur IR. Une primi

x2 + x+3) c'est-a-dire 1 g

g: x»——»%Log(

1. FONCTIONS
LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES




3.2 e Soit 7 une fonction définie sur une réunion D d'intervalles disjoints de R #
b dérivable sur tout intervalle contenu dans D.

j Considérons la fonction g: x —— e/, notée encore exp, of.

La fonction g est définie sur D. Etudions la dérivabilité de g.

La fonction exp, est dérivable sur IR et la fonction 7 est dérivable Sur tout intervaue
contenu dans D. :

La fonction g est donc dérivable sur tout intervalle contenu dans D, de fonction
b dérivée g' définie par : ixeD, g'(x)=F(x)e™,

C'est-a-dire : | YxeD, (expoof) (x)=F (x) efx

Cette propriété permet de déterminer les primitives de certaines fonctions,

Exemples.
1. Soit la fonction x —o» xe**, définie et continue sur IR,

Ona: YxeR, xex = 15(2xe“’).

Une primitive de la fonction x —» xe** sur IR est donc la fonction X — le.z.

2. Soit la fonction x —» (2x — 1)ex*-x+1, définie et continue sur R,

La fonction x +—» x2 — x + 1 est dérivable sur R, de fonction dérivée
X — 2x — 1.

Une primitive sur IR de la fonction x ——» (2x — 1)ex*-x+1 gyt R est donc |a
fonction x —s gx2-x+1

3. Soit la fonction x —» x2 2%*, définie et continue sur R.
2 Log 2 ex’Log2
Ona: YxeR, x229 = x2exilog2 — 3x g
! 3 Log 2
sur R est donc la fonction

Une primitive de la fonction X —> x2 243

1 o
, X 3Lc>922

| # Etude de la fonction x —» xz

3.3 Dans le chapitre 6 nous avons étudié, pour tout nombre rationnel r, la fonction
X —— X2 cette fonction est définie sur 10, + col.
Plus généralement, soit ¢ un réel quelconque. Ftudions la fonction £, : x —> X%
Si =0, ona: UxeR*, x*=1, etsi o — T.ona: fxeR, x*=x Nous
Supposons désormais que |'on a a0 et o1,
® Dela Qropriété Ps du paragraphe 2.3, il résulte que l'on a:
UxeRI=-{1}, yaeR, xz— e*Lesx, D'autre part, on 3 - yoeeR, 12=1.
L’ensemble de définition de la fonction f. est donc 10, + ool.

® La fonction x —u Log x est dérivable sur ]0, 4+ o[, de fonction dérivée
1

X —s —.
X

La fonction x — X

i est dérivable sur IR, de fonction dérivée x — e,
La fonction f, est don

¢ dérivable, et par suite continue, sur ]0, + oof, de fonction
fxelo, + oo, f;(x) = %eaLogx - “:“,
Vx € ]O: + OO[, f;(x) = axa—‘l_

dérivée f, définie par :
c’est-a-dire :
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:::p de la fonc;tion dérivée que pour «
lon de 7, il faut donc distinguer

On retrouve la méme expreg
pour étudier le sens de ya
ot x<0.
giona: «>0 on a alors ; y, ;
donc strictement croissante sur |0, + :o][O, + oL £(x) > 0; Ia fonction 7, ost
siona: «<0, on a algrs :

» X '
donc strictement décroissante syr ]‘{)’ j_lo(:'[+ [ %(x) < 0; Ia fonction f. est

rationnel,
deux cas : « > 0

e Cherchons si la fonction f« admet une [imi

: mite en <
La fonction X — Log x admet une limite en : :: égale 3
Si « est posmf. ona: fxell, + S} o Logx gt . egale 3 + oo,
Sia est négatif, ona: yxe1, 4 oo, wlogss b
La fonction X — e* admet une limi ' .
" oo égale a0, ne limite en + oo, égale 3 + oo et une limite en
La fonction x —— exloax admet donc une limite en i
positif, égale a O si « est négatif. e SR + ool o
e Cherchons si la fonction £, admet une limite a droite en 0.
La fonction x —— Log x admet une limite & droite en 0, égale 3 — co.
Si « est positif, ona: {xe]0 1[, « Log x < 0.
Si « est négatif, ona: Yxe]0,1[, « Log x > 0.
La fonction x —> e* admet une limite en — oo, égale a 0 et une limite en + oo,
égale a + oo.
La fonction x » e*-e0r admet donc une limite 3 droite en 0, égale 3 0 si « est
positif, égale 8 + oo si z est négatif.

e On a donc les deux 1ablzaux de variation suivants :

«>0 (xx1) x<0
x |o 4o x| o + o0
fi(x) + f2(x) -
L ) =
+°° \
f,(x) / fa(X) 0
[l 0

* Supposons que I‘on ait 12 >0 (z#1).

Considérons la fonction g définie par :
WX €10, + oo, ge (x) = (X)
L Ga (0) —-: O_ ur [O 4 oo[ .
i e S ’ » =
Dz f'C;nctuon g?t.est c.ionlci:md}é I?,:) — 0, il résulte que 9« est un prolongement p
proposition : M. 2

x>0
Continuité en O de 7.
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Etudions la dérivabilité de g. en 0.

UL (X) — Y= (0) — f___¢ (X) = 5_“ = x*—1
On a : Yxe€l0 + o[, == - - :
De I'étude de la limite de £, a droite en 0, il résulte que | ona: o
Vae]0,1[, lim x¢-1 = 4+ o0 €t Voce]1,+oo[, )I(T(\)x == 0.

i:g 'x>0
La courbe représentative de g admet donc en O une demi-tangente, portée par Oy
si o est élément de 10, 1[, portée par Ox si « est élément de ]1, + oo[.
xﬂ

et pour cela cherchons si la fonction x — Z_
X

Etudions la branche infinie,
admet une limite en + ©o.
Ona: Yxel0, + o[ ¥= x==1,

De I'étude de la limite de £, en + oo, il résulte que I'on a':

J« <10, 11 lim x*1'=0
X<+ 00 -

Uae]1,+oo[, lim x*=' = 4 oo,
X+ @

La courbe représentative de f, admet donc une branche parabolique de direction
Oxsiona: «e]0,1[ (resp. de direction Oysiona: «& 11, + oo[).

e Supposons que l'on ait : = < 0.
Des propositions : |lim f,(x) = + oo et lim £.(x) = 0, il résulte que les droites
x-+0

X
x>0
d’équations respectives : x = 0 et y = O sont asymptotes a la courbe représen-
tative de f£,.
e On a donc les courbes représentatives suivantes dans un repére orthonormé :
2 < 1
pour O(=’3" 0C="2‘ et o= — 3

354



r 1. FONCTI
ONS LOGARMTHMIQUES. FONCTIONS EXPONENT)
FLLES

Calcul numérique,

Généralités.

résulte des propriété
" priétes P, et Py dy Paragraphe 1.2 et de I'étude faite d I
. “ an =
mique est une bijection de R% sirellsagﬂ

rationnel) qu’une multiplication (

; . X resp. une élévati :

L'usage 395 logarithmes simplifie donc le calci\llar::):xéa. une’puissance). 1 |
u : T rique. i

. exls;)tle 3 x| appl_lcatmns Principales des logarithmes a?J : | i ! |

les tables be' oginthmes et les régles et cercles 3 calcul ALGH PHmaque

Chaque table, chaque régle a sa i ;

. notice d’utilisati . . '
lecteur de les lire attentivement. utilisation propre; nous conseillons au
Dans les paragraphes suivants indi
: 3 nous indiquons s i el
I'usage d'une table de logarithmes et d’une régle c:;zzilalrement le principe de

Usage des tables de logarithmes.
35 Il exis}e des tables qui donnent les logarithmes népériens, mais, pour le calcul *

numérique, on utilise en général les logarithmes décimaux.

Soit x un nombre réel strictement positif. 'x

5 On.appelle caractéristique de log x, I'entier rationnel E(log x); on appelle |

mantisse de log x e réel log x — E(log x). |

Des inégalités : Ellog x) € logx < E(log x) + 1, il résulte que l'on a : | ‘1

0 < log x — E(log x! < 1. q |
v4 |
fl |

Par suite, la mantizse s'écrit, dans le systéme décimal, sous la forme 6; .

e Pour déterm nerlaca ractéristique n de log x, on fait |'observation suivante :
puisque la fonctin: 107 €=t strictement croissante, on a |'équivalence : A
(nlogx<n+ 1) < (107 < x < 10°%1). TR
Par suite, si x est supérieur 3 1, Ientier rationnel n est égal au nombre de chiffres, 1,
diminué de 1, de a2 parle entiére du réel x écrit dans le systéme décimal; si x est *
inférieur 2 1, I'entier rationnel n est négatif et sa valeur absolue est égale au rang du
premier chiffre non nul qui figure apres la virgule dans I'écriture décimale de x. L,
e Pour déterminer la mantisse de log X, on remarque d’abord que, si x ety
tier rationnel m qui satisfait a :

sont deux réels strictement positifs et s'il existe un en il
log y = m -+ 109 X :

y=10mx, onaalors: (E(Iogy)=m+E(|°9X)

et par suite : (m+E (10g X)) = 109 X — E (log X)
log y — E (log y) = (m + log x) =7 Og:X)) = - il
Les logarithmes de deux réels strictement positifs dont Ie rapport est une puissance J
de 10 ont donc la méme mantisse. . : . e

cing premieres décimales des mantisses |
Les tables donnent €M général les A e 1000 a 9 999; les logarithmes 'f

logarithmes des entiers naturels successifs d

2 -6
de ces entiers sont alors connus 4 5.10-6 pres. .
Si x est le produit d'une puissance de 10 par un ;

log x par simple lecture de la table.
355

obtient la mantisse de |




Si x n'est pas le produit d'une puissance de 10 par un tel entier, il existe un ens:
rationnel /m et un entier x; compris entre 1 000 et 9 999 te| que l'on ajt er
X1 < 10m x < x7 + 1.

Posons y = 10™x; les réels x et y ont la méme mantisse et il résulte d
de la fonction log que I'on a : log x; < log ¥ < log (x; + 1).

On démontre et nous admettons que l'erreur commise en déterminant log

ela Croissan g

) ¥ par
interpolation linéaire (voir cours de Premiére) est inférieure 3 M'x‘(x%”'
11X,
. i 1 3 3
Ona: M—m(O,s, X1>10, (X1+1)>10

Par suite I'erreur commise est inférieure 3 0,5.10-6 = 5.10-7.
On obtient donc bien par interpolation linéaire les cing premiéres décimales ge la
mantisse de log y et par suite celles de log x.

® |l est commode d'introduire le cologarithme de x. ,
On appelle cologarithme de x et on note colog x le réel log = égal 3 — Jog .

Soient respectivement ¢ et m la caractéristique et la mantisse de log x.

Ona: cologx=—c—met: —1<—m<O0, et par suite :

colog x=(—c—1)+(1—m) e 0<1—m<1.

La mantisse de colog x est donc 1 — m et sa caractéristique est — ¢ — 1.

® Dans le cas ol la caractéristique n de log x est négative, si 0,abcde est
la mantisse de log x, et si n’ est la valeur absolue de nona:

nN=—n n>0 et logx=—n'+ 0,abcde. On note alots :

log x = n’,abcde pour indiquer que le signe — ne porte que sur la caractéristique.
e Soient x, y, z, t quatre réels strictement positifs et 7, " deux rationnels strictement

r

. . Xy .
positifs. Pour calculer le réel A = 4 il est souvent commode de calculer log A.

zt
Ona: logA=Ilogx+rlogy + colog z ++ r' coleg ¢,
On dispose en général les calculs de la maniére suivante -

calculs auxiliaires calculs définitifs
logy = log x =
logz = rlogy =
logt = cologz =
colog t = r' colog t =
calculde A. log A =
A =

e Nous donnons quelques exemples de recherche de logarithmes et de 9a|cu|5
numériques faits a I'aide des logarithmes; nous avons utilisé la table de logarithmes
a cing décimales Bouvart et Ratinet. Pour plus de détails, nous conseillons a
lecteur de lire la notice de cette table.

Exemples.

1. Calculons le logarithme décimal de x = 0,0008417 et celui de y = 8417

R de
La caractéristique de log x (resp. log y) est 4 (resp. 3). On lit la partie décimale
la mantisse dans la table.

On a donc : log x = 4,92516 et log y = 3,92518,
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2. Déterminons le logarithme décimal de x = 32,305

| l Nous lisons dans la table le logarithme décimal de 32,30 et celui de 32.31. Nous

utilisons alors la méthode d'inter i inéai
i polation linéaire. ' .
| calculs de la manigre suivante : Il est d'usage de disposer les

log 32,30 = 1,50920
D=14 5 7
log 32,305 = 1,50927.

3. Déterminons une valeur approchée du réel x tel que : Jog x = 3,50420. Par '
lect.ure de la t.a?le, nous avons : log 3,193 = 0,50420. Nous avons donc a\;ec la
meilleure précision permise par la table : x = 0,0031930, 3 10-7 prés. '
4. Déterminons une valeur approchée du réel x_dont le logarithme est 2,24175.
Par lecture de la table, nous avons : log 174,4 = 2,24155. |
Nous utilisons alors la méthode d’interpolation linéaire; il est d'usage de disposer les
calculs de la maniére suivante :

log 1744 = 2,24155
D=25 8 20

log 174,48 = 2,24175.

Nous avons donc, avec la meilleure précision permise par la table : x = 174,48,
3102 prés. 1
-2 |
5. Déterminons une valeur approchée a 10-% prés du réel A= ——— ;27 . ‘ |
Calculs auxifiaires Calculs définitifs {
log 241 = 2,38202 log = = 0,49715
log 327 = 2,51455 % log 241 = 0,79400 (
= . colog 327 = 3.48545
log 0,05978 = 2,77656 D= 1 _
log A = 2.77660 1
A = 005978
Une valeur approches du rdol A 2 1075 prés est donc A = 005978. La meilleure
précision permise jar I (able donne A = 0,059787. 4

Usage des régles & calcul.
3.6 Enclasse de Premiére, nous avons décritune ré

I'utilisation. | |
Dans ceoparagraphe, nous indiquons le principe & partir duquel est co.ns':rus'te u:: |
régle a calculs : les échelles qui Y figurent sont dgs échglles logarit mlzu S.
On construit une échelle logarithmique de la maniére suivante . sur une droite

réel strictement positif x on

affine réelle munie d’un repere (0, 7). & tout nombre ® aroite ot le réel x auquel |
associe le point d‘abscisse log x; on Maraue ce point sur la droite ;

glea calculs et nous en avons expliqué

il est associé. On a donc |a représentation Suvane: S, B
1
" I { } —1 & @ 1
; lz 5 4 5 6 7 8 9 10

Multiplier (resp. diviser) deux nombres réels strictement po;itlfs rev«enst i:lgirsuz
additionner (resp. soustraire) deux longueurs de segments. Nous avon q

les différentes méthodes dans le chapitre 31 du tome 2 de Premiére.
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EXERCICES

358

Fonctions logarithmiques.
# Dans les exercices suivants (n°s 1 a2 9), résoudre dans R I'équation -

1 2Logx = Log (6 +1/3) + Log (3 +1/3 +1/3) + Log(3 ~-V3iiva)
2 Log(x + 3) + Log(x 4+ 2) = Log(x + 11).
3 Log(x2+ 5x -+ 6) = Log(x + 11).

—-—x—1
4 Log(—x—2) = Log (_x__)

x4+ 3
5§ Log(x + 2) = Log(— x — 11) — Log(x + 3).

6 %Log 2x = Log(3 — x) — LogV/x + 1.

— 1
7 Log\y'2x — 3 = Log(6 - x) —iLogx.

8 Log(x — 1)+ Log(x — 2) = Log |4 — x|.
9 logz(x + 1) + log, x ="1.
10/

Soit @ un nombre réel strictement positif et différent de 1.
Résoudre dans IR l'inéquation : log, x > log,2 (3 x — 2).

1 '/Résoudre dans IR2 le systéme suivan? :
) 2log,y+ 2log,x=—5
| xy =e. (Baccalauréat 1973))

12 Résoudre dans IR2 le systéme suivant :
| xy = 256
7(log, y + log, x) = 50.

13 Soit 7 un entier rationnel. Soient « un nombre réel strictement positif et k un
nombre réel strictement positif différent de 1.

ko
Soit A le réel j X" dx.
[ 4

1° Déterminer n de facon que A soit indépendant de «.

it
2° On donne a 7 la valeur déterminée dans le 1°, Déterminer k de fagon que A 0
égal 3 4.

R ) mé
14 On considére un plan affine réel euclidien P muni d'un repére orthonor

> - .
(o, i,J). Soit Cla courbe représentative de la fonction Log dans P-
Montrer que la courbe représentative de la fonction x —» Log 3x 88
de € par une transformation géométrigue simple,

déduit
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15 Soier:t un nombre réel a et la fonction f définie par:
t yxeR*  f(x)=x2Log|x|—1
: f(0) = a.
12 : gémontrer que I'on peut choisir a de fagon que f soit continue sur IR
n suppose & ainsi choisi; démontrer que la foncti i ‘
fonction dérivée f’ continue sur R. ? gy

16 ~ Soit la fonction f définie sur IR par:
Vxe]—oo,—1[, flx)=1—x2
fxel—1.11 f(x) = Log(2 — x?)

i, feal, _ /=1
fxell, +ool, () \/x+1

1o Etudier la continuité de la fonction f£.
20 Etudier la dérivabilité de la fonction £, en particulier aux points — 1 et 1.

17 Soienta et b deux fombresréels et fla fonction définie sur [R par:
yx € [e? + oo, f(x)=Logx
yx €]— oo, e[, f(x)=ax+ b
1o Peut-on déterminer les réels a et b tels que la fonction f soit continue e

surR? 7
20 On donne a a et & b les valeurs trouvées précédemment. Etudier la fonction f et

tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

t dérivable

(Baccalauréat 1973.)

res réels a et b tels que la fonction :

18 1° Déterminer les nomb
10, + co[ de la fonction :

F: x —> x(alogx+ /) soit une primitive sar
f: x — — Logx

20 Soit £ un élédment de 192, 1[. Soit C la courbe représentative de la fonction f dans
un repere orthanormé. Déterminer I'aire S(t) de la partie du plan limitée par I'axe Ox,
la courbe € et les draites d'équations respectives : X = 1 et x=1

La fonction ¢ ——* S admet-elle une limite 3 droite en 0?7 Si oui, calculer

cette limite.

20 Soit 7 un entier naturel non nul.
Log x

10 Déterminer |a limite en + ©2 de la fonction X —> — 5~

0 de la fonction X —> x" Log x.

20 Déterminer la limite 3 droite en
3 Log x
3¢ Déterminer la limite en + oo de la fonction X —> —3
xﬂ
: Log (1 + x).
40 Déterminer la limite en O de I3 fonction X —> — &

x —> Log (x2).

a courbe représentative ¢ dans un repére ortho-

21 Soitla fonction 7 :
10 Etudier la fonction f et tracer s

» > ’

normé (0, i) .- .
20 Déterminer I'équation de la tangente D @ € au point d'abscisse €.

— X Ifog (x2) — 2 x est une primitive de la

30 Vérifier que la fonction F @ X ) (
chacun des intervalles ou / est définie.
e du plan limitée par I'axe Ox, lacourbeC

ot latangente D.
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40 Calculer I'aire de la parti
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(k) 24/Soit lafonction f: x —— Log

(X 22 1° Soitla fonction f définie par:
; ix€lO, 4+ oo, #(x)=xLogx
£(0) = 0.

Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonor, §

(O. 7.;) On déterminera en particulier les points d'intersection de € et de Ox.
2° Soit la fonction g définie par:

x2
g Yx€l0, + oo, g(x)=x*logx -
g(O) = 0. )
La fonction g est-elle dérivable? Si oui, sur quel intervalle? Déterminer sa fonctiop,

dérivée g'.
3° Soit la fonction A définie par : YxeR, h(x)=|f(x)|. Soit ¢’ la courbe

-
représentative de la fonction A dans le repére orthonormé (0, I;) Calc

uler I'ajrg
de la boucle déterminée par les courbes C et €',

”
23 Soit la fonction £ définie sur R par:

fx€10, 4 oof f(x)=\/)—rLog x2
f(0) = 0. Log 1
1° Démontrer que l'on a : Yx€]0, + oof, f(x)=—4 1‘/’_‘.

Vx
Etudier la continuité de .
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

x+1l.

1° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
2° Soit a un nombre réel. Résoudre dans IR I'équation f(x) = a.

= (Baccalauréat 1973.)
’
25 Soit la fonction £ définie sur IR par:
fxeR*  f(x)=xLog|x|
f(0) = 0.
1° La fonction f est-elle continue au point 0? Est-elle dérivable en ce point?
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére ortho-
normé (0, 7.;)
32 En utilisant une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction /.

Calculer Iaire de la partie du plan limitée par C, par I'axe Ox et par les droites d'équa-
tions respectives;: x =0 et x — 1.

26 Soit la fonction 7 définie sur R, par:

¥xelO, 4+ cof, f(x)= x| Log x|

f(0)=0.

1° Etudier la continuité et la dérivabilit de la fonction 7.
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére ortho-
normé (0, 7;)
3° Soit t un réel de I'intervalle 10, 1].
Calculer, en effectuant une intégration par parties, I'aire A(t) de la partie du pla;l
comprise entre C, I'axe Ox et les droites d'équations respectives: x=1 et X=©
Déterminer la limite éventuelle 3 droite en 0 de la fonction ¢t — A(l)
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A~ H .
A\~ 27 Etudierlafonction f: x —> x+ 1+ Log xX+2 i ol T i

sentative C dans un repére orthonormé (O, 7 ; ) il '

|

e 28 “Soitlafonction 7: x —» ¥ L0IX
-— , 1o Etudier la fonction £ et tracer sa co:rbe représentative C dans un repére ortho- ,

> >
normé (0' if).
2:’ On désigne par M, le point d’intersection de C et de.\l*awz le point de C
‘ ol la tangente a C paﬁse pa.r O, par M le point de € ol la tangente est paralléle 3
Ox, par M, le point d'inflexion de C. Soient x,, Xz, Xa, X4 les abscisses respectives
des points My, M, M3, M,.
Que peut-on dire de la suite x,, Xz, X3, X4 ?

‘A% 29 Soitlafonction f: x —— Log|Log x|
“ Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé

(0.77).

vy ey

¥ 30 Soitlafonction L,;: x —> Logx.
Soient n un entier naturel strictement supérieur 2 1 et la fonction I
L,: x —> Log(L,,-,(x)).
La fonction L., par exemple, est donc la fonction x — Log (Log x). .
1o Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions L,, Ly, Ly et plus '

généralement de L,, pour tout entier n.
' 20 Etudier la dérivabilité de la fonction

dérivée L.

30 Démonirer [a progosiion suivante :

L, et déterminer, si elle existe, sa fonction J
|

1
fkeN — {13 0 < Lo(k+ l)—Lz(k)<kLogk-

On pourra appliquer le thénréme des accroissements finis & la fonction Ly (cf.

exercice n® 47 du chapitre 7).
1 1 1 !
4° On pose : yneiN - {1}, Sn=2—fb—"gz+m—3+.-.+nl_ogn H

Utiliser le 3° pour démontrer que la suite (S,) N admet pour limite + oo.

31 Soit la fonction Fdéfinie sur IR par:
i x e R f(x) = x° Log | x|
7(0) = 0.
1o Etudier la fonction 7, en particu

ative C dans un repére orthonorm
lan limitée par I'axe OX,

lier la continuité et la dérivabilité en 0. Tracer sa

> >
courbe représent ¢ (0.7.7). '
20 Calculer l'aire de la partie du p la courbe C et les droites

1

d’équations respectives : X =3 et x=2
30 Soit la fonction g définie sur IR par:
L h)
. — 3 —
yx e R, gx)=x Logx2 |
g(0)=0. ,
écéde I'étude de g et tracer sa courbe représentative dans le

Déduire de ce qui pr
> > "
repére orthonormé (O. iLj ) .
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!@32 Soit la fonction fi X — [5g7%3

X2

fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére °"‘h0nomu
Etudier la fonction

(0,7.7).

Fonctions exponentielles.

i 42), résoudre dans IR I'équation,
ices suivants (n°s 33 a
& Dans les exercices
33 ezx—1 ! 32:+2 — 283 — 0.

34 2 e24+1 4 ex+l = e1+Log2

6
35 2‘+§;=5'

36 4 —3.2x+2 - 26 =0.

37 6e5x+2 — 74/eBx+4 4 g3x+2 = (,

38 (x2—1) elogix-2) — Log (ex+1).

39 e‘l-i- 1

40 4e2* 4+ 15e-*=19.

4 X
a1 773 g = 2‘7 Y34 53x~1).

x+-‘- T4 "
42 22x-1 4+ 3 4. 4'72 937 _ g

43 Résoudre dans IR2 le systéeme :
4x 5y — Bax+1
12x 9y = B2y+1,

44 1° Soit m un nombre réel.
Déterminer, suivant le réel m, le nombre

de solutions de |'équation :
(m—1)ex + me-x= 2 m.

2° Résoudre cette équation dans le cas - m =

45 1° Méme question que pour le no
e2‘+4me'——2m+2=0.

2° Résoudre cette équation dans le cas :

44 avec I'équation :

m= — 1.
46 Soit 2 un nombre réel.

Résoudre dans R2 le systdme : | €¥ €Y =a

2Xy= 1.

(Baccalauréat 1973.)

N

47 Méme Question que Pour le n° 48, ayec - efer = g2

xy =1.




‘/ 71. FONCTIONS
LOGARITHMIQUES
. FONCTIONS EXi
b PONENTIELLES

o 1° Etudier | P
e sens de variation d i
: 'S e la fonctio
4 c[i)éédmre la proposition suivante : §x € R :' ; e
montrer, ‘e . .
par récurrence sur I'entier naturel non nul 2, que I'o
A na:

VXE‘R, ex>_x_n.
n!

3¢ Démontrer que
, pour to i
) p ut entier naturel non nul n, la fonction Xx —> g
admet en + oo une limite égale &8 + oo i
. 1
« 49 Soit f la fonction définie sur IR par : yxeR" 7(x)= ¢ .
f(0) =
1o Démontrer que f est continue sur R. i
2: Déﬁontrer que f.es.t dérivable en tout point x non nul. Calculer f' (x)
3 A I'aide de la définition, démontrer que f est dérivable en 0 A :
o . - ) -
trtw :::dler la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére ortho- 'l
rme.
(Baccalauréat 1973.)
, 50 Soitla fonction f définie sur IR de |a maniére suivante:
1
pour |x]<1. 70 = =l

pour |x|2=1. f(x) =0.
1° Démontrer gue £ est continue en tout point de IR.
20 Démontrer gue # est dérivable sur [R. On étudiera la dérivabilité aux points 1 et

_ 1 enrevenantala définition.
¢ > -
s un repere orthonormé (0,71 ). |
H

g0 Tracer la courbe rep! ssentative de fdan
(Baccalauréat 1973.)
|
]
51 Soitla fonction f: X+ x—1+e*% \
1e Etudieria jonction fet tracersa courbe représentative © dans un repére orthonormé ‘
(01717) . - . ‘|]H
2¢ Soient m un (el positif et S(m) |'aire de 18 partie du plan limitée par I'axe oy, A
la courbe C et les droites d’équations respectives: ¥ = g=1 ot x=nn ‘ P
Calculer S(m). e } v
La fonction m " S(m) admet-elle uneé limite en + co? | !
k
— 1- x) ex.
> e C dans un repére orthonormé.
!
|

52 Soit |a fonction f:

ion f et tracer sa courbe représentatlV

Etudier la fonct

53 Soitla fonction f:
a fonction f et tracer sa courbe ré

Etudier |
/ 1
o . ex——‘l_ .

i nction Fi X =% : i

i Z: dis‘:l:alafc::ction f et tracer 54 courbe représentativé dans un repére orthonorm | ]

udie

|

gx— e " (
g5 Soitla fonction fo R /e‘ T~ N
courbe représentative dans un repére ort on i

Etudier la fonction f €t tracer s@
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« 56 Soitlafonction f: x —» Ver — g2z,
1° Quel est I'ensemble de définition de £?
f .
2° La fonction x —» ‘(,::') admet-elle une limite 3 droite en Q?

3° Etudier la fonction fet tracer sa courbe représentative ¢

dans un repére Orthong,
(0, iJ ) Quelle est latangente 3Cen QO ? mé

( Baccalauréat 1973 )

* 87 Soitlafonction f: x —» xelr+11,
Etudier la fonction £ et construire sa courbe représentative dans un repédre Orthonormg

# 58 Soitlafonction f: x —» gCOSX
1° Déterminerl’ensemble de définition et I'ensemble d’étude de £
2° Etudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative C dans un repére ortho.

normé (0, 7;) La courbe C admet-elle une tangente au point AG 0)?

f(% +h
On pourra étudiersi la fonction A —s Log

admetune limite 3 droite en ,

(Baccalauréat 1973)

ats
D

59 Soitlafonction £: x —» | 82« — x| — 2,

1° La fonction £ est-elle continue, dérivable en 0?

2° Etudier la fonction £ ettracer sa courbe représentative C dans un repére orthonormé
(0.77).

3° Soit A le point d'intersection de C et de Oy. Soit » un réel négatif. .
Déterminer I'aire de la partie du plan limitée par les droites d’équations respectives
X=X et x=0,parlacourbeC et parla drbite passant par A et paralléle 32 Ox.

60 1° Soientnun entierrationnel et la fonction g: x — e*(x—n).

La fonction g est-elle dérivable ? Si oui, déterminer sa fonction dérivée. '

2° Soit la fonction £: x —- e*(x — E(x)). (Nous rappelons que E (x) désign®
: 5

la partie entiére du réel x). Etudier la fonction 7 et tracer sa courbe représentalive dan

un repére orthonormé (0, ;;)

L3
3° Soit k un entier naturel non nul. Calculer J f(x) dx.
0

i outbﬂ
+ 81 Soit % un réel non nul. Soient la fonction £, : x —» xe~*ret G 12 €

représentative de f, dans un repére orthonormé ( 0, ; ; )

1° Démontrer que toutes les courbes €y ont un point commun unique st
y admettent la méme tangente.

2° Etudier la fonction /, et tracer la courbe C,.
3° Etudier la fonction f_, ettracer la courbe G5
4° Soit = un nombre rée| strictement positif.

u'e"”

— : ‘on note S
A l'aide d'une intégration par parties, calculer le réel '.! f, (x)dx, que 'on n°

® 9
La fonction a +—, S(x) admet-elle une limite en + o0?

)
(Baccalauréd! wre

4
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62 Soit n un entier naturel supérieur ou égal 2 1.

Soient la fonction £, : x — xnex et C, la courbe représentative de la fonction £,
dans un repére orthonormé (0, i)

1° Démontrer que la fonction f, admet en — oo une limite égale a 0.

On pourra calculer Log (,(x)).

20 Etudier la fonction f,,.

3¢ Tracer les courbes C, et C,.

4° Soit X un nombre réel. Calculer J(X) = J' 4 o
0

La fonction X —— J(X) admet-elle une limite en — co?  (Baccalauréat 1973.)

Calcul de primitives. ‘

{63 Soit la fonction 7: x»——>x+1——1—- s | &
_ X2  x '

1o Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repéreorthonormé,

20 Déterminer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe C et les droites d'équa-

tions respectives: y =2, x=e, X= i A
f; ~ g4 Soit la fonction Ff: X —> _-gf—
1
1 Etudier 2 fonction f et tracer sa courbe représentative C dans unrepére orthonormé

(0.77).
20 Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe C, I'axe Ox et la droite .4

d'équation: x = 1.
1' ﬁl

65/Soit ja fonction f: x+—> x+ 1+ I—X—j—rl ‘
i

a courbe représentative dans un repére orthonormé. (1

10 Etudier ia fonction fettracers
on asymptote oblique “] &

20 Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe C, s

et les droites d'équations respectives : X = 14+e et x=1+¢% ‘
1
¢ 1
i i 0 D | '
66 Soient la fonction f: X —> I NETD et D, son ensemble de ;
définition. |
1o Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que I'on ait: ‘

a b c
VxeD. ) =2+5757 T 32
20 Déterminer la primitive F de f qui s'annule en 1.
La fonction F admet-elle une limite en + ?

; ] . sin X . o
67 Soient la fonction f: X —> =" din x et D, I'ensemble de définition

de f.

1o Démontrer qu'il existe deux réels A et B tels que 'on ait : ,

— sin x -+ cos X d
- i L B iy ‘
Yxe Dy, f‘(x)—A+B( g sinx) .

En déduire les primitives de 'la fonction f.

™
5

20 Calculer f £(x)dx.
0
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1 i
68 Soient la fonction f: x —> —— etlafonotion g: x . )ﬁ
10 Etudier les fonctions £ et g et tracer leurs courbes représentatives especyjy
T es
C; et C; dans un repére orthonormé (0, 7, /). ..
20 Soit A un nombre réel supérieur & 2. Déterminer l'aire CL(X) de la partj

. - R e dU
limitée par la courbe C;, la courbe G, et les droites d’équations respectives plan

Vo X= 2
et X=X\ B
La fonction A —> CL(A) admet-elle une limite en 4+ o0 ?

69 1° Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et b tels que I'on ait ;

2x
freR—~&=1 =t

20 Soit t un nombre réel supérieur a 4. Calculer les intégrales suivantes :

t dx ¢ 2X
= = dx.
"(‘)‘Lx—a et 12(0) X

3° Lafonction t — l,(t) admet-elle une limite en + oo ?

Log x
X
1° Etudier la fonction 7 et construire sa courbe représentative C dans un repére ortho-

70 Soit la fonction f: x —>

>
normé (0, 7, 7).
2° Déterminer les primitives de la fonction 7.
3° Calculer l'aire de la partie du plan limitée par {a courbe C, I'axe Ox et les droites
d’équations respectives : x =1 et x = &2

. . rx ol 2 ot

71 1° Soientles fonctions g: x —— ——— &th: xFr—> f :
tlogt , tlogt
Les fonctions g et / sont-elles dérivables ? &i oui, sur quel intervalle ? Déterminer
leurs fonctions dérivées g’ et A'.
2° Que peut-on en déduire pour la fonction # d4finie sur 11, + oo[, par :
x2

fx) = f ¢ ,
« tlogt

X2
3° Calculer I'intégrale f
X

Jzt

dt 2 i 3
tLogt pourtout réel x supérieura 1.
72 Soit n un entier naturel. Calculer, 3 I'aide d'une intégration par parties, |'intégrale
e
I xn Log x dx.
1
73 Soit n un entier naturel non nul. Soit f, la fonction définie par :
x
Yx €10, + oof, #,(x) =f t(Log #)" at.
1

10 S_oit X un élément quelconque de 10, + ool.
Etablir une relation de récurrence entre f,(x) et f£,_,(x).

2° En déduire une expression du réel £, (x) pour tout x de 10, + ool.
3@ La fonction £, admet-elle une limite 3 droite en 07

74 1° Calculer J. 2t e?+1 gy,
grale
73.)

1
2° En déduire le calcul,

s 4 l'aide d'une intégration par parties, de linté
f 2%+ gy,
1

(Baccalauréat 19
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1. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

1

’ F | v X _l
78 A l'aide d'intégrations par parties successives, calculer : f e
[¢]

(Baccalauréat 1973.)

# 76 On considdre les deux intégrales :

z n

2
. 2
A=J.° e~*sinxdx et B=f e~*cos x dx.
o

Déterminerlesréels A et B; on pourracalculer A +B et B—A,

77 Soit x un nombre réel.

" o ; 2
Calculer l'intégrale f i et sin t dt, a |'aide d'intégrations par parties.

0

78 1° Soient a et b deux nombres réels.

Démontrer qu'il existe deux réels A et B tels que la fonction x —o» (Ax + B)ex
soit une primitive de la fonction x +—» (ax + b)ex.

En déduire les primitives des fonctions :

X —> (x—1)ex et x —— (2x — 3)e*,

2° Soient a, b, ¢ trois nombres réels. Démontrer qu’il existe trois nombres réels A,
B, Ctels que lafonction x +—— (Ax2 4 Bx + C)e*soit une primitive de la fonction
x —> (ax2 + bx + c)e~.

En déduire les primitives des fanctions :

X —> x3e* et x —> (X2 4 2x—1)ex

79 1° Soient 2. &, A, |t quatre nombres réels.

Soit la fonction 7 : x —— e** (a cos i X + b sin p x).

La fonction f est-2'ie dérivable sur IR ? Si oui,déterminer sa fonction dérivée.

2¢ Soit la fonctict g: % ——> e~*(sin 2x — 5 cos 2x). Utiliser le résultat du 1°
pour déterminar iz primitive de g qui prend la valeur 3 en 0.

Etude de fonctions.

80 Soit la fonction #: x —> Log (ex —1). .
1o Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative Cdans unrepére orthonormé.

25 La fonction f admet-elle une application réciproque 7 Si oui, définir cette applica-
tion réciproque et tracer sa courbe représentative dans le méme repére orthonormé.

81 Soit la fonction f: X —> x + Log (2 — e’f).
1° Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative Cdans un repére orthonormé.

X -
i ont solutions
2° Déterminer I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (y) s

de I'inéquation : e’—* 4+ e* > 2.

82 Soient la fonction f: x —> Log|ex — 1] etlafonction :

g: x —> Log (ex+ 1). .
1° Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative C dans un repére orthonorme.

2° Etudier la fonction g et tracer sa courbe représentative C’ dans le méme repére.
i iques par rapport a la droite d’équa-
3° Démontrer que les courbes C et C’ sont symétriques par rapp S q

tion: y=x.

367
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s 83 Etudier la fonction x —— e~* Log x et tracer sa courbe représentatiyg 4

** ;
repére orthonormé (0,7 7). ( Baccalayrgga, 1973
)

1
% 84 Soit la fonction f: x —> x — 5 Log|2ex—1]|.

1° Etudier la fonction £.
1
On pourra écrire : 2e*x — 1 = 2e* (1 -5 e—*)-

2° Tracer la courbe représentative de la fonction 7 dans un repére orthonorme

A s 85 Soitlafonctionf: x —> e~ * Log (1 + e2¥). >

1¢ Soit la fonction ¢ définie par:

2t
Démontrer qu'il existe un seul nombre réel a supérieur a 1 tel que I'on ait : pla) =0
20 Etudierles variations de lafonction 7; on établira unerelation entre ' (x) et P (e2),
3° Déterminer, si elles existent, les limites de la fonction fen + oo eten — oo,
4° Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

86 SoientA un nombre réel etf; lafonction x —— A2-x 4 2x,

1° Etudier la fonction £, suivant le réel A.
2° Tracer, dans un méme repére orthonormé, les courbes représentatives respectives

C_; G, Cidesfonctions/_y fo f.
3¢ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la courbe C_4, la courbe C, et les

droites d’équations respectives: x =0 et x =1

87 Reprendre I'exercice n° 74 du chapitre 8.
On veut encadrer le nombre réel x,, pour tout entier naturel n supérieur a 2.

1° Comparer les nombres réels x,, et 1.

2° Démontrer que la différence x, — ;— a le méme signe que la différence x; — 7

3° Soit la fonction @ : x —— 2%+ — x + 2.
Etudier la fonction @ et démontrer que I'on a : fx€]0, + oo, @(x)>0.
4 Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur a 4, le réel x,, appartient 3

» 1
I'intervalle ]i' 1[-

1
% 88 Soitlafonctionf: x —s | x|*-1,

1° La fonction f est-elle continue ? Si oui, sur quels intervalles ?
2° Lafonction fadmet-elle une limite en 0 ? Si oui, calculer cette limite.
3¢ La fonction f admet-elle une limite en 1 ? Démontrer qu'il existe un P'"""‘g‘”ment
par continuité de f sur IR*. Soit F ce prolongement par continuité.
4° Etudier les limites éventuelles de fen + oo eten — oo. :
5° La fonction F est-elle dérivable ? sur quels intervalles? Déterminer sa fonction
dérivée F'.
6° Etudier la fonction f; on sera conduit 3 considérer la fonction :

x —

X —> 1--—Log]xl.

r
7° Tracer la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (0, I/ ).
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71. FONCT,
10NSs Lo
GARITHMIQUES. FONCTIONS EXP
ONENTIELLES

Calcul numérique

. 89 Résoud !
re dans IR I'équation Suivante :

6(log x)2 —191logx — 7=
On déterminera chaque solution avec |
a mei

‘90 Méme question que pour le n° 89 avec

4(log x)2 — log x — 3 = 0

91 Méme question que pour le n° 89 avec :

W§(m9ﬂ+¥§ﬁnu%xq_1_1
242

92 Méme question
que
er—375e"*—175 = F(’)OUF L

93 MEéme question que pour le n°® 89 avec:

Bsin X 4

Bsin x

94 Soit s un nombre réel.
;0 Déterminar les nombres réels x tels que 'on ait :
o =Y 1 - 1 :
On suppose gue s = 3. Déterminer x avec la meilleure précision per

table utilisée.
30 Méme qusasiicn gue pour le 20 avec s = — 2.

ex — e *=2s.
mise par la

95 Soient « et f depx nombres réels positifs.
Xy = o
10 Résoudre dans R?lesystéeme: y
= B. (1)

. —21514 et p=0513

03 prés de chacune des solutions du systeme (1)

2° On suppose :
(Baccalauréat 1972.)

Donner des encadrements al

x —> e~ * sin X.

ivable sur [R et déterminer sa fo
jutions de |'équation : f'(x)=
mages par f sont en progression ¢

nction dérivée al
0 sont en progression
gométrique de

96 Soit la fonction f:

10 Démontrer que fest dér
20 Démontrer que les SO
arithmétique et que leurs i

raison — e~ 7. | | B
30 Calculer la raison de cette progression géométrique, aVee la meilleure précision
arithmes @ cing décimales.

Rizshi (Baccalauréat 1973.)

permise par lesta

1 1 b é-
: : 1. = ettincerss courbe repr
97 1o Etudier la fonction i X — 71 x+3

pére orthonormé

el positif. .
|a partie du plan [imitée par l]a co
X = et X= m.

e cette aire soit égale a \/i

> r
sentative Gdans unre (0447
20 Soit m un nombre axe Ox et les droites
Déterminer l'aire €L de
d’équations respectives :

35 Déterminer m pour qu

urbe C. I
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98 Calculer avec la meilleure précision permise par les tables l'intégrale .

kA3
o 1 — ai E)) ax-
fo (m sin (2X + 3

99 Soient p et g deux entiers naturels non nuls.
1o Calculer en fonction de p et de g l'intégrale :

P
v A X x ) ax.
Jo(x+1 +x2-+-1 +x3+1
20 Calculer, & 2.10-4 prés, la valeur numérique du réel

1 1
Log (p + ¢) + 3 Log(p? + %) + 3 Log (PP +q°)—3Log g

pour p=3 et g=4.
3° Dé&duire des deux premiéres questions une valeur approchée de I'intégrale :

3
a1 X x2

dx.
jo(x+1+x2+1+x3+1) X

100 1° On considére les deux intégrales :
s i3
3 3 sin x
e f BN __ i &t o f :
0 €OS X + sin x 0 COS X + sin x
Calculer | +J et | — J. En déduire les valeurs respectives de | et de J.
2° Déterminer des valeurs approchées respeciives 2 10-2 prés de | et de J.

(Baccalauréat 1973.)

101 Soit @ un nombre réel strictement positif.
x

On pose: | () =f cos (Log x) dx.
1

1° Calculer | («) a I'aide de deux intégrations 1a/ parties successives.
20

par les tables de logarithmes utilisées.
' (Baccalauréat 1973.)

Déterminer une valeur approchée de I{e™) avec la meilleure précision permise



