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Problème 1

Dans ce problème, on étudie quelques propriétés des suites équidistribuées et l'on montre la

loi de Benford sur les puissances de deux.

- C([O, 27r] ,lR) est l'ensemble des fonctions continues à valeurs dans lR définies sur l'in-

tervalle [0, 27r].

- Si x E lR, on note E(x) la partie entière de x, c'est à dire l'unique k E Z tel que

k~x<k+l.

- On désigne par 3?z et ~z (resp 3?f et ~J) les parties réelle et imaginaire d'un nombre

complexe z (resp les fonctions partie réelle et partie imaginaire d'une fonction f à
valeurs complexes).

- On désigne par #E le cardinal, c'est à dire le nombre d'éléments, d'un ensemble fini E.

PARTIE I

Soit (Un)nEN* une suite d'éléments de [0, 27r]. On note pour tout a Ela, 27r] et tout N E N*

1
FN(a) = N#{n E N*, n ~ N tel que Un E [0, al}·

On dit que (Un)nEN* est éguidistribuée dans [O,27r] si

Va E ]0, 27r], lim FN(a) = ~ .
N-too 21f

1. Soit (Un)nEN* une suite équidistribuée dans [0, 21f].

~(a) Montrer que pour tous a < al < a2 ~ 27r et tout f. > 0, il existe No E N tel que
pour tout N 2: No on a: a ~ FN(a2) - FN(ad ~ (Q2~Qd + e .

1\ (b) Montrer que pour tout a E [O,21f], limN-too iJ#{n E N* ,n ~ N tel que Un = a} = a
(on pourra commencer par étudier le cas a E]O, 27r[).

2. Soit (Un)nEN" une suite équidistribuée dans [0,21T-].

(a) On note I un intervalle ouvert inclus dans [0,27r], et f = 11 la fonction caractéris-

tique de 1, définie par:

Vx E [0, 27r] \1, f(x) = a, Vx E L, f(x) = 1.

Déterminer limN-too 12::=1 f(un).

(b) On appelle fonction en escalier sur [O,21f] une fonction f pour laquelle il existe

p E N* et p + 1 réels a = ao < al < ... < ap = 21f tels que f est constante sur

chaque intervalle de la forme lai, ai+d· Exprimer limN-too fi 2::=1 f(un) lorsque f
est une fonction en escalier.
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(c) Soit f E C([O, 271"],:IR). On admettra que/pour tout E > 0, il existe 9€ fonction en

escalier sur [0,271"] telle que sup If(x) - 9E(X) 1 < E . Montrer que
xE [0,211"]

1 N 11211"
lim N L f(un) = - f(t) dt.
N -t00 n=l 271" 0

3. Soit maintenant une suite (Un)nEN- d'éléments de [0,271"] telle que.pour toute fonction
f continue sur [0,271"), on a

1 N 1 1211"
lim NL f(un) = -2 f(t) dt.
N-too 71" 0

n=l

Montrer que cette suite est équidistribuée dans [0,271"].

PARTIE II

Si f est une fonction continue à valeurs complexes définie sur [0,271"), alors SRf et <;Sf sont
continues sur cet intervalle, et on note

12
11" f(t)dt =12

11" SRf(t)dt + i12
11" <;Sf(t)dt.

Soit a E R On définit une suite (Un)nEN* par: 'Vn E N* , Un = 271"(na - E(na)).

1. Calculer 2~ I021r exp (ikt) dt pour tout k E Z.

2. On suppose a irrationnel, c'est à dire élément de :IR\Q.

(a) Exprimer ~:=lexp (ikun) pour tout k E Z.

(b) Un polynôme trigonométrique est une fonction P définie sur [0,271"] par:
p

P(t) = L Ck exp(ikt),
k=-p

où P E N* et les Ck (k = -p, ... ,p) sont 2p + 1 nombres complexes. Montrer que

pour tout polynôme trigonométrique P, on a:

1 N 1121r

lim N ~ P(un) = -2 P(t) dt.
N-too ~ 71" 0

n=l

(c) On admet que pour toute fonction f E C([O, 271"],:IR) et pour tout E > 0, il existe
un polynôme trigonométrique P tel que sup If(x) - P(x)1 < E. Montrer que ce

XE[O,21r)
polynôme P peut être supposé à valeurs réelles. En déduire que la suite (Un)nEN*

est équidistribuée.

3. Le nombre a est maintenant élément de Q: a = ~,p EN, q E N*.· En étudiant~:=lexp (ikun) et 2~I0211" exp (ikt) dt pour une valeur de k E Z bien choisie, montrer

que la suite (Un)nEN* n'est pas équidistribuée. Tournez la page S.V.P.
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PARTIE III

1. Montrer qu'il existe une constante C (à déterminer) telle que pour tout n E N*, si

lOP ::; 2n < lQP+l, avec pEN, alors p = E(nC).

2. Soit n E N. Montrer que le premier chiffre (à gauche) dans l'écriture décimale de 2n

est k, k E {l, 2,· .. ,9}, si et seulement si

lnk::; nln2 -ln(10)E(~~~) < ln(k+l).

3. Pour N E N* et k E {l, 2, ... ,9}, on note Xk(N) le nombre d'entiers n E N*, n ::;N tels

que le premier chiffre dans l'écriture décimale de 2n est k. Déterminer limN-+oo ~Xk(N).
(On admettra ici que 1~\2J)tt. Q.)

4. Quel sens peut-on donner à la phrase suivante: "Quand on choisit au hasard un nombre

qui est une puissance de 2, il Y a plus de chance que ce nombre commence par 1 que

par 2, par 2 que par 3, ... , par 8 que par 9"?
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Problème II

Dans ce problème, on cherche à décrire l'ensemble des endomorphismes d'un espace vectoriel

laissant invariants tous les vecteurs d'un hyperplan donné.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension d avec d ~ 2. On considère un hyperplan
H de E (i.e. un sous-espace vectoriel de E de dimension d - 1) et u un endomorphisme de

E tel que

u(h) = h, pour tout h E H,

i.e. laissant invariant tout élément de H.

PRÉLIMIN AIRES

Soit a un vecteur de E qui n'appartient pas à H.

"'" 1. Montrer qu'il existe un unique réel "1 et un unique ha E H tels que

u(a) = "la + ha·

2. Montrer que le réel "1 ne dépend pas du choix de a f/:. H.

PARTIE 1

On suppose dans cette partie que "1 -j. 1.

1", 11. Montrer que "1 est valeur pr~. En déduire que u est diagonalisable et que l'espace

....1 propre associé à "l, noté E"(, est de dimension l.

~ 2. Montrer que les seules droites vectorielles D (i.e. les seuls sous-espaces vectoriels de E

de dimension 1) tels que u(D)c D sont les droites contenues dans H ou la droite E"(.

Soit V un sous-espace vectoriel de E.

'"\ 'f...-.3. Montrer que si E"( c V ou V c H alors u(V) c V.

4. On suppose dans cette question que E"( 1:. V et V 1:. H et l'on désigne par D une droite

vectorielle telle que D c V et D 1:. H.
(a) Soit F = E"( + D. Vérifier que U(F) c F.

(b) Montrer que u(V) 1:. V.
5. Déduire des questions précédentes, une condition nécessaire et suffisante pour que

u(V) C V.

PARTIE II

On suppose dans cette partie que "1 = l.

1. Montrer qu'il existe une application linéaire, notée J, de E dans R telle que J (x) = 0 si

et seulement si x EH.

f\ . 2. Montrer qu'il existe un unique vecteur c EH tel que u(x) = x+ J(x)c pour tout xE E.

'\) ~ 3. Montrer que u est bijective et calculer son inverse. Tournez la page S.V.P.



-6-

On suppose que u n'est pas l'application identité.

~. Décrire les valeurs propres et les espaces propres de u.

5. En choisissant une base adéquate de E, donner une forme matricielle la plus simple

possible de u.

6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur un sous-espace V de E pour que

u(V) C v.


