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Introduction

Pierre de Fermat est un grand mathématicien frangais (amateur) du 17¢
siecle. Il a travaillé notamment en théorie des nombres. Beaucoup de théo-
rémes et de conjectures portent son nom. Cependant, les plus connus sont
de loin le petit théoreme de Fermat (démontré peu de temps apreés Fermat
par Leonhard Euler, le plus grand mathématicien de son temps) et le grand
théoreme de Fermat, démontré récemment, a la toute fin du 20e siecle par An-
drew Wiles. C’est sur le petit que nous allons nous attarder dans ce mémoire.

Nous en verrons trois démonstrations : la premiere avec les congruences,
la deuxiéme avec la récurrence et la formule du binéme de Newton et la der-
niere avec la théorie des groupes, les relations d’équivalences ainsi que les
théoremes de factorisation et de Lagrange. Nous introduirons chaque notion
de maniere claire (sauf ceux qui sont en appendice). Pour les pré-requis, il
faut simplement avoir des notions de logique, de démonstrations et un peu
de bagage mathématique.

Au tout début du 19¢ siecle, le grand mathématicien allemand Carl Frie-
drich Gauss a inventé un outil tres puissant pour aborder le probleme. Cet
outil est similaire a une horloge. On dit, par exemple, que "19 heures" est
équivalent a "7 heures du soir". C’est cette idée que Gauss applique d’une
maniere plus formalisée en mathématiques. En fait, ’horloge que 'on utilise
tous les jours représente l'arithmétique modulo 12. On tourne autour d’un
cycle de 12 heures et c’est pour cela que lorsqu’il est 13 heures, la petite
aiguille est pointée vers le 1, soit 13 — 12.

Si 'on raisonne uniquement en termes d’heures, le petit théoreme de Fer-
mat stipule que si on a une horloge de p heures (pas forcément de 12), avec p
étant un nombre premier, si a est un nombre non multiple de p et si 'horloge
est pointé vers de le nombre p, alors apres, a?~! heures, la petite aiguille (des
heures) sera pointée vers le 1. De la méme maniere, si 'aiguille est pointée
vers le p, et si a? heures s’écoulent (cette fois ci, peu importe a), I'aiguille sera
pointée vers la méme heure comme si seulement a heures s’étaient écroulées.

Par exemple, si on a une horloge fictive de 7 heures, et si I’aiguille des heures
est pointée vers le 7, alors 433626201009 heures apres (877! = 87°), la méme
aiguille sera tournée vers le 1. Dans la page suivante vous verrez deux illus-
trations de ce théoreme.



433626201009 heures aprés

ﬁ

Ce théoreme est réservé aux nombres premiers mais on peut le généraliser
pour n’importe quel entier. Par exemple, avec nos horloges habituelles. Cette
fois, il faut élever un nombre n’ayant aucun diviseur commun avec 12 (pre-
mier avec 12). Nous avons pris 5. Il ne faut pas élever ce nombre n’importe
comment, il faut élever & la puissance ¢(12). Si vous voulez savoir ce qu’est
ce mystérieux nombre et pourquoi celui-ci, lisez la suite de ce mémoire...

625 heures apres



1 Démonstration avec arithmétique
modulaire

1.1 Bases sur les congruences

Définition 1. Soient n € N*1 et a,b € Z. On dit que a = b[n] (se lit "a est
congru a b modulo n") si a — b est un multiple de n dans Z.

Proposition 1. (définition équivalente) Soient n, a et b définis comme ci-
dessus. Alors, a = b (mod n) (écriture alternative) si et seulement si a et b
ont le méme reste de la division euclidienne par n.

Démonstration. Supposons que a = b[n| et montrons que a et b ont le
méme reste de la division euclidienne par n.

Le théoréme de la division euclidienne ? affirme que 1’'on peut écrire a et b de
facon unique sous la forme a = a1n + 1y et b = byn +ry, avec 0 < ry < n
et 0 < ry < n. Montrons que si a = b (mod n), alors r; =ry. Onaa—b =
(ayn+7r1) — (bin+1ry) = (a3 — by)n+ (1, —r2), a — b étant multiple de n par
hypothese, on en déduit que r; — ry l'est aussi. Sans perte de généralité, on
peut supposer que 5 > 7. On a alors 0 < ry —r; < n (I’écart entre deux
nombres entre 0 et n est plus petit que n) car 0 < r; < ry < n. L’entier
ro — 11 étant multiple de n, 'inégalité précédente implique que ro — r; = 0.
D’ou le résultat.

Supposons que a et b ont le méme reste de la division euclidienne par n
et montrons que a — b est un multiple de n.

De la méme maniere, le théoreme de la division euclidienne affirme que 1'on
peut écrire a et b de maniére unique sous la forme a;n + r; et byn + ro, soit
ain+1r et byn +r car a et b ont le méme reste de la division euclidienne par
n (par hypothese). Alors, a —b = (ayn+71) — (bin+r) =ayn—bn+r—r =
n(a; — by). L'entier @ — b est donc bien un multiple de n et I'implication
inverse est bien démontrée. O]

Maintenant, on va montrer que les congruences se comportent en quelque
sorte comme des vraies égalités, en montrant leurs propriétés d’addition et
de multiplication.

Lemme 1. (lemme des combinaisons linéaires) Soient a, b € Z et soit n un
entier € N*. Dans ce cas, si n divise a et b, alors quelque soient o, 3 € 7, n
divise aa + Bb. On dit alors que n divise toute combinaison linéaire de a et
b.

1. N* est ’ensemble des entiers strictement positifs, 0 exclu.
2. Voir premier appendice




Démonstration. Supposons que n divise a et b et montrons que cca+ 3b est de
la forme nk, k € Z. D’apres ce que 1'on a supposé, on peut écrire a et b sous la
forme ain et byn, avec ay, by € Z. Alors, aa+pb = aayn+pbyn = n(aa;+ ;).
D’ou le lemme.

En particulier, ce lemme implique que si n divise a et b, il divise a + b et
a—>b. Cesontlescasouna=1et f==1 m

Proposition 2. Soient a, b, ¢ et d des entiers. Si a = b[n] et si ¢ = d[n]
(avec n € N*), alors a + ¢ = b+ d[n].

Démonstration. Cela équivaut a montrer que (a+c¢) — (b+d) est un multiple
de n. Par définition, n divise a —b et ¢—d, il divise donc leur somme , d’apres
le lemme précédent. L'entier n divise (a —b) + (¢ —d) = (a+¢) — (b+d), ce
qui démontre la proposition. O

Proposition 3. Soient a, b, ¢ et d des entiers Si a = b[n] et si ¢ = d[n]
(avec n € N*), alors ac = bd|n]

Démonstration. Montrons que ac — bd est un multiple de n. Par définition n
divise a—b et c—d. D’apres le lemme des combinaisons linéaires, il divise donc
également d(a—b)+a(c—d). Or, d(a—b)+a(c—d) = da—db+ac—ad = ac—bd.
L’entier n divise donc ac— bd. Par définition des congruences, ac = bd[n|. O

1.2 Le petit théoréeme de Fermat et sa premiere
démonstration

Lemme 2. Soit p un nombre premier et a un entier non divisible par p.
Soient i et j deux entiers tels que 0 < j <1 < p Alors, si ai = ajp|, i = j.

Démonstration. Si ai = ajlp], par définition, p divise donc a(i — j). p et a
sont premiers entre eux donc d’aprés le lemme d’Euclide®, p divise i — j. Or,
0 <i—j < p, dapres 'inégalité supposée. L’entier ¢ — j étant multiple de p,
1 — 7 = 0. On conclut donc que ¢ = j. D’ou le lemme. O

Théoréme 1. (petit théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier et soit
a un entier non divisible par p. Alors,

" = 1[p]

3. Une démonstration de ce lemme est donnée dans la sous-section 3.4, mais nous vous
conseillons d’aller la voir plus tard si vous n’avez pas beaucoup de bagage mathématique
car cette derniere requiert d’autres notions comme les groupes ou les sous-groupes.




Démonstration. Supposons que p est un nombre premier ne divisant pas a
et montrons que a?~! = 1[p].

Onpose N=ax2ax3axX..x(p—1a=(p—1)la’"L.

a,2a,3a,...,(p — 1)a ont tous un reste différent par la division euclidienne
par p, d’apres le lemme ayant précédé ce théoreme. Tous les facteurs de ce
produit ont un reste différent modulo p.

De plus, aucun de ces restes n’est nul : si pour un certain 4, ai = 0[p], alors
p divise ai. Etant premier, il divise soit a, soit i. Or, il ne divise aucun des
nombres strictement positifs inférieurs a lui et ne divise pas a par hypothese.
Iy a donc (p — 1) restes différents non nuls dans ce produit. Ces restes sont
alors 1,2,3,4,...,p — 1.

On a donc, par la proposition 3 :

axX2ax3ax..x(p—1a=(p—1)[p
a”p—1)!'=(p—1)[p

Cela donne, par la proposition 2 :

A p-D—=p-D'=@p-1)'—(p-1p
(p— D! ("' — 1) = 0[p]

Cependant, p étant premier, il ne divise pas (p — 1)! (puisqu’il ne divise
aucun des facteurs de ce produit). D’apres le lemme d’Euclide, p divise donc
aP~t —1.

On a donc, par la proposition 2 :

a? ' —14+1=0+1[p|

Cela donne :
aP~l = 1[p|

D’ou le théoréme. O]



2 Démonstration par récurrence

N.B : Cette démonstration est séparée, les parties suivantes ne dépendent
donc pas de notions abordées ici, mis a part la démonstration par récurrence,
que le lecteur peut des maintenant consulter dans le premier appendice. Le
lecteur est donc libre de passer cette démonstration.

2.1 Démonstration de I’énoncé équivalent

Lemme 3. Soit p un nombre premier et k un entier tel que 1 < k < p.

!
Alors, p divise (Z) = m .

| |
Démonstration. (¥ )= ,pil . On adone K[V )= L Or,
k! (p—F)! (p—

k p—k k k)t
| —1)!
(pflk)! =p 8;_]3, . L’entier p divise donc ! (Z) Or, il ne divise pas k!,

puisqu’il est premier et k& < p. D’apres le lemme d’Euclide, il divise (Z)

D’ou le lemme.

]

Théoréme 2. (énoncé équivalent du petit théoréme de Fermat) Si p est un
nombre premier , alors pour tout a € 7,

@ = alp]

Notons que nous sommes obligés d’utiliser cet énoncé équivalent. En effet,
I’autre énoncé se restreignait les entiers a a ceux qui ne sont pas divisibles
par p, or celui-la est vrai pour tout entier a, ce qui nous permet de faire une
récurrence sur a.

Démonstration. Montrons que la proposition P(a) est vraie pour a = 0 et

montrons que si elle est vraie pour a, elle I’est pour a 4+ 1 aussi.

Initialisation : Montrons que P(0) est vraie. Posons a = 0. On a alors
07 = 0. De plus, on a bien 0 = 0[p].

Hérédité Supposons que a? = a[p] et montrons que (a + 1) = a + 1[p)].
Pour démontrer I’hérédité, nous allons également avoir besoin de la formule



du binome de Newton * :

Ce qui est égal a

p p p 2 p p—1 p D
<O>+<1>a+<2>a —|—...+<p_1>a +<p>a
) N - p p p p
Or, d’apres le lemme 3, p divise <1>, (2), <3> - (p o 1)

De plus, n =0 (mod p) <= p|n On a donc :

@i1r=(3)+ (2)ew

Or, <€> = (g ) = 1. Avec I’égalité précédente, cela donne :

(a+ 17 =1+a])

On a supposé que a? = a[p].
On obtient finalement, par addition des congruences,

(a+1)" =a+1[p)|

On a bien démontré que si a” = alp|, alors (a+1)? = a+ 1[p], avec p premier
et a un entier quelconque de N. Par le principe de récurrence®, P(a) est vraie

pour tout a € N.

4. Le lecteur en trouvera la signification et la démonstration dans le deuxieme appendice

s’il en a besoin.
5. Voir premier appendice



Démonstration pour a < 0 : On a démontré que ce théoreme est vrai
pour a € N. Montrons qu’il est aussi vrai pour les nombres négatifs, car le
principe de récurrence ne marche que sur N (les entiers positifs).

Lemme 4. Sia est un entier positif, p est un nombre premier, alors (—a)P =
—alp].

Démonstration. Soit a € N, et soit p un nombre premier. Montrons que

(—a)” = —alp]
— Si p est pair, alors p = 2 (seul nombre premier pair). Montrons que
(—a)? = —a[2] Dans ce cas, 2a = 0[2] pour tout a. On a donc 2a —a =
0 — a[2] d’apres la proposition 2, ce qui donne a = —al[2]. Or, (—a)? =
a’? = a[2]%. (—a)? = a[2] et a = —a[2]. On a alors (—a)? = —a2].7
— Si p est impair, alors on a : a? = a[p| et —1 = —1[p]
En multipliant les congruences, on a —a? = —a[p].Or, (—a)? = —a?,
car p est impair. On obtient donc finalement (—a)? = —a[p).
On a montré que pour tout a € N et pour tout p premier, on a (—a)? = —a[p).
La démonstration par récurrence et le lemme prouvent 1’énoncé équivalent
du petit théoreme de Fermat. On I’a donc démontré pour tout entier. O

2.2 Démonstration de I’équivalence des deux énoncés

Montrons que les deux énoncés sont équivalents, montrons que pour tout
p premier :

et = (modp) e {071 (a0dn) ipto
a* =a (mod p) sinon

— Soit p un nombre premier et soit a un entier quelconque. Si p 1 a,
alors, d’aprés le premier énoncé, a?~! = 1 (mod p). On obtient le
résultat attendu en multipliant par a des deux cotés (car pour tout
entier relatif a et pour tout entier n strictement positif, a = a[n)).
Sinon, a”? = a =0 (mod p).

— Montrons que si a? — a est un multiple de p et si pt a, alors a?~! — 1
est. En effet, a? —a = a(a?~! —1). Si p ne divise pas a, alors d’aprés
le lemme d’Euclide, il divise a?~ — 1.

6. En effet, si a est impair, a® I'est et si a est pair, a? I'est aussi, d’apres le théoréme
de Fermat que I'on a démontré pour les entiers positifs.

7. Si a = —a[2], alors —a = a[2]. Par transitivité des congruences ,on obtient bien le
résultat final.
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3 Préliminaires a la troisieme démonstration

3.1 Lois de compositions internes

Définition 2. Une application f : E — F (de E dans F) est la donnée
d’un sous ensemble f de £ x F tel que

Vee E, lye F tel que (x,y) € f

Une loi de composition interne est une application de E X E (ensemble des
couples d’éléments de E) dans E.

Exemple 1. Par exemple, la loi de composition interne + est définie de
cette maniere dans N.

+:INxN — N
(r,y) — z+y

Remarque 1. Notons que la définition donnée ci dessus est un peu contra-
dictoire (définir 'addition a partir de I'addition n’est pas tres solide). En fait,
dans N, I'addition est définie d’'une maniere plus astucieuse, en définissant
d’abord les nombres :

0=20
1=s

(0) =0U{0} = 0u {0} = {0}

n+1=s(n)=nU{n}
Le symbole () est ’ensemble vide, défini par ’axiome suivant :
dE,Vz,~(x € E)

En jouant sur les implications de propositions fausses, on démontre qu’il est
unique (on ne le fait pas ici, ce serait partir en hors-sujet). On ne va pas
définir N non plus, car c’est trop compliqué sans rentrer vraiment dans la
théorie des ensembles ZFC. On définit ici I'addition de la maniére suivante :
Pour tout n € N, il existe une application m —— n +m de N dans N telle
que :

1.n+0=n

2. Vm e N, n+s(m) = s(n+m)
Ce que l'on peut prouver par récurrence (mais nous le ferons pas ici). La
premiere partie de la définition définit 0 comme I’élément neutre de 'addition.

Quand a la seconde, elle dit en quelque sorte que n+ (m+1) = (n+m) + 1.
On ne rentrera pas plus dans les détails.

11



3.2 Groupes et sous groupes

Définition 3. Un groupe est la donnée d’un couple (G,x) ot G est un en-
semble non vide et x est une loi de composition interne sur G telle que :

1. G a un élément neutre : il y a un élément de G, appelons le eq tel que
quelque soit x appartenant a G, xxeq =eg*xr ==

2. Quelque soient x,y et z appartenant a G, (zxy)xz=x*(yxz). On
dit dans ce cas que la loi x est associative.

3. Chaque élément a un inverse par la loi de composition interne. Pour
tout élément x de G, il existe un élément de G, appelons le y tel que
Y*xT =T *Y = eqg ou eqg est I’élément neutre de G.

Un groupe (G, ) dit est abélien (commutatif) si pour tous x ety ap-
partenant a G : x*xy = y*x. On note en général les groupes abéliens

par (G, +).

Exemple 2. (R,+) est un groupe. La loi + est associative :(a 4+ b) + ¢ =
a+ (b+ c), admet un élément neutre : 0 et tout élément = a un inverse —x
(que 'on appelle aussi opposé).

Exemple 3. On peut de méme montrer que (R\{1},*) est un groupe abé-
lien ou R\{1} est I'ensemble des réels dont aucun n’est égal a 1 et ou l'on
définit xxy = +y — xy.

Montrons que cette donnée satisfait les axiomes d’un groupe abélien : La loi
* a bien un élément neutre : 0. En effet, pour tout z € R\{1} : 2 %0 =
T+0—2x0=zetO0xz2=04+2—-0x2 =1

Cette loi est commutative : t xy =z +y —axy et yxx = y + o — yz. Par
commutativité de 'addition et de la multiplication dans R\{1}, zxy = y*x

Elle est associative :

Remarquons que zxy = (x — 1)(y — 1) + 1.
(xxy)xz=(((z—1)1—-y)+1)-1)(z—1+1=(x—1)(1—y)(z—1)+1.
De plus, zx (yx2) = (y*xz)xx = (y—1)(1 — 2)(x — 1) + 1, car on a montré
que cette loi est commutative.

(wxy)ez = (2= 1)(1=g)(z—1)+1 = (z—1) (=) x (1=9)) (—1) x (z—1))+1 =
(y—1(1—=2)(x—1)+1=a*(y*=2)

Elle est inversible : si xxy = 0, pour un  donné, alorson a : z+y—xy =0,

ce qui est équivalent a 'équation 2 + (1 — x)y = 0. Dans ce cas, y = —*5 et
on a alors y € R\{1}, car 1 ¢ R\{1}

12



Proposition 4. Soit (G,*) un groupe d’élément neutre eg et soit x un élé-
ment de G. Alors, eq est unique et x a un unique inverse y.

Démonstration. Supposons que (G, *) est un groupe d’éléments neutres eg
et eqr. Montrons alors que e = eqr. Par hypothese, eq = eg xeq = eg xeqr,
car ce sont des éléments neutres de GG. On en déduit que eq = e, car
eqgk eqg =eqg et egxeq = e

Soient y et z deux inverses de z (défini comme ci-dessus). Alors, xxy = rxz =
eq. En composant les deux membres par y, on obtient y x x xy = y * x * 2.
Cela donne y = z. O

Définition 4. Soit (G,*) un groupe et H un sous ensemble de G, on dit que
(H,x) est un sous groupe de G si

1. H+# @ (H a au moins un élément)

2.Nvre HVye H, xxye H

3. Vre H,z7' € H, oux! est linverse de x par la loi de composition
mterne *.

Définition 5. Ces conditions sont équivalentes a :

1. eq € H, ou eqg est I’élément neutre de G.

2. Vo € HNy € H, alors xxy~' € H, ot y~! est l'inverse de y par la
loi de composition *.

Démonstration. Montrons que la définition 4 implique la définition 5.
Supposons que (H, x) est un sous-groupe de (G, *). D’apres le premier axiome,
H # @, il existe donc un élément, appelons le z, appartenant & H. ! ap-
partient donc a H, d’apres le troisieme axiome. D’apres le deuxiéme axiome,
x*x ! € H et donc, par définition de 27!, e € H. De plus, si z,y € H,
alors y=' € H. Posons z =y~ '. On aalors t xz € H, donc x vy~ € H.

Montrons que la définition 5 implique la définition 4. Supposons que
(H,x) est un sous-groupe de (G, ). Par axiome 1, eq € H donc H est non
vide. Si # € H, alors eq x 2~ € H, avec I'axiome 2. Par définition de eg,
x~! € H. Supposons que z,y € H. On a alors y~! € H. Cela implique que
rx((y)™1)"' € H, et donc zxy € H. O

3.3 Sous groupes de Z

Définition 6. On définit nZ (avec n € N) comme suit :

nZ ={x €Z,3k € Zin x k =z}

13



On peut dire que c’est ’ensemble des multiples de n dans Z.
Proposition 5. Soit n € N*. Alors, nZ est un sous-groupe de 7.

Démonstration. Montrons que nZ satisfait toutes les conditions pour étre un
sous groupe de (Z, +).

1. Par sa définition, on voit que nZ est inclus dans Z.
2.0€ZcarOxn=0et0€Z

3. Si z et y appartiennent a nZ, alors n divise z et y.
D’apres le lemme des combinaisons linéaires, il divise aussi leur diffé-
rence, qui appartient donc a nZz.

]

Théoréme 3. (théoréme des sous groupes de Z) Tout sous-groupe de Z est
de la forme nZ ou n € N.

Démonstration. Soit H un sous groupe de Z. Montrons qu’il existe n € N tel
que H = nZ. Il y a deux cas possibles :
— H est trivial (H = {0}). Dans ce cas, H est bien de la forme nZ avec
n € N car H = 0Z, 0 étant le seul multiple de 0.

— H n’est pas trivial. Il a donc plusieurs éléments. On raisonne donc
par double-inclusion. Montrons qu’il existe n € N tel que H C nZ et
nZ C H

1. L’ensemble H N N* a donc un plus petit élément, car il est non
vide®, (en effet, il contient forcément un entier non nul. Si cet entier
est positif, il contient bien au moins un entier strictement positif.
Si cet entier est strictement négatif, alors son opposé strictement
positif appartient a H puisque c’est un sous groupe) appelons le
n. Tous les multiples de n appartiennent a H. Montrons le par
récurrence.

Initialisation 0 € H, puisque 0 =0 X n

8. Voir premier appendice
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Hérédité Montrons quesikn € H, otk € N, alors (k+1)n € H.
H étant un sous groupe de Z et n € H, cela implique que kn+n €
H et donc (k+ 1)n € H. On a montré que tous les multiples
positifs de n appartiennent a H. H étant un sous groupe, tous
les opposés de ces multiples appartiennent a H. Tous les multiples
de n appartiennent donc a H. Cela montre que nZ C H pour un
certain n € N.

2. Montrons que pour ce méme entier, H C nZ

Soit k € H. Montrons que k € nZ D’apres le théoreme de la
division euclidienne?; il existe un unique couple d’entiers (q,r) €
Z x N tel que k =qn+r et 0 <r < n. L’entier r appartient a H,
car H est un sous-groupe.

0 <r < n, mais n est sensé étre le plus petit élément de H N N*.
r est donc forcément égal a 0, impliquant que k est un multiple de
n.

Cela termine la démonstration. O

3.4 Théoréme de Bachet - Bézout

Proposition 6. Soit (G,+) un groupe abélien muni de l'addition. Si (Hy,+)
et (Hy,+) sont deuz sous groupes de (G,+), alors (Hy, + Ha,+) en est un
aussi. On définit Hy + Hy comme suit : Hy + Hy = {u+v,u € Hy et v € Hy}

Démonstration. Supposons que H; et Hy sont des sous-groupes de (G, +) et
que ce dernier est abélien.
Montrons que les trois conditions pour étre un sous-groupe sont satisfaites.

1. Soit x € Hy + H,. Montrons que x € G.
On pose x = uy + vy, avec u; € Hy et v € Hy
H, et H, étant inclus dans G, u; € G et de méme pour v;.
uy + v; € G, car G est muni d’une loi de composition interne.

2. Montrons que 0 est de la forme u + v, ou u € Hy et v € Hs.
0 € Hy et 0 € Hy car ce sont des sous groupes de G.
0+0=0.

0 appartient donc a H; + Hs.

3. Soient x et y deux éléments de H,+ H,. Montrons que xt—y € Hy+ Hs.
Posons x = u; + v et y = us + vo, avec uy, uy appartenant a Hy et
v1, V9 appartenant a Ho.

H; et Hy sont deux sous-groupes de G. On a donc (par définition des

9. La aussi, voir premier appendice
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sous groupes) :

up — ug € Hy et vy — vy € Ho.

On a alos :

Uy + v — (U2+U2) = U] + V] — Ug — Va.

Par commutativité,

U1 +v1 — Uy — Vg = U] — Uy + V] — Uy

= (uy — ug) + (v1 — vq) par associativité.

x — y est bien de la forme v+ v, ou u € Hy et v € Hy
Les trois conditions sont bien démontrées. H; + H5 est donc bien un sous
groupe de G. n

Cette proposition va permettre de démontrer I'un des théoremes les plus
importants de 'arithmétique : le théoreme de Bachet-Bézout (ou identité de
Bézout, car le théoreme de Bézout est le nom donné a un autre théoreme de
géométrie algébrique). Maintenant, on peut voir la créativité hors du commun
des mathématiciens : on va appliquer cette proposition aux sous groupes de
A

Définition 7. Le pgcd de deur nombres non tous les deux nuls est le plus
grand nombre divisant ces deux nombres.

Proposition 7. Deux nombres non tous les deux nuls ont toujours un et un
seul pgcd.

Démonstration. Montrons que tout sous-ensemble fini non vide de N admet
un plus grand élément.

Initialisation : Soit A un tel sous ensemble. Si #A = 1, alors il a un
unique élément qui est donc le plus grand.

Hérédité : Supposons que tout sous ensemble A de N a un plus grand élé-
ment lorsqu’il en a n ou moins. Montrons que cette propriété est aussi vraie
pour n + 1. Posons B = A — {ag}, ol ag est le plus petit élément de A (qui
existe, d’apres I'axiome du plus petit élément, voir appendice). Alors, B a 1
élément de moins que A. L’ensemble B contient n éléments et admet donc
un plus grand élément, qui est aussi le plus grand de A.

On a démontré cette propriété pour tout sous-ensemble de N fini par récur-
rence. Maintenant, posons

A={z eN]|zn et x|m} (n,m) € Z xZ"

. Ce sous ensemble est fini et non vide, car n et m n’ont qu'un nombre fini de
diviseurs, et 1 fait partie de cet ensemble. Alors, A a un plus grand élément,
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et ce plus grand élément est unique, car si d est le plus grand élément de A,
alors pour tout x € A, d > A. Maintenant, supposons que d et d; sont deux
plus grands éléments de A. Alors, d; > d et d > d;. Autrement dit, d = d;.
On a prouvé son unicité. O

Théoréme 4. (Théoréme de Bachet-Bézout) Soient n et m deux entiers non
tous les deux nuls, alors, il existe un couple d’entiers (u,v) tel que

nu + mv = pged(n, m)

Démonstration. n,m € Z donc |n|Z et |m|Z sont deux sous-groupes de Z '
D’apres la proposition 6, |n|Z + |m|Z est un sous groupe de Z. 1l est évident
que ce sous groupe est non trivial, car I'un des deux ne l'est pas. Dans ce
cas, d’apres le théoréme des sous-groupes de Z, |n|Z + |m|Z est de la forme
dZ, ou d € N*

dZ ={z+y|x € |n|Z et y e |m|Z} = {|n|Ju+ |mlv, u,v € Z}

= {nu + mv| u,v € Z}, car si x = |n|u + |mv, alors x = n(xu) + m(+v).
On a bien —u, —v € Z car u,v € Z par hypothese.

Montrons que d est le pged de n et m. Pour cela, remarquons que si d|n,
d|m et que pgcd(n, m)|d, alors d = pged(n, m)t. Notons que dire que d|n est
équivalent a dire que n € dZ.
nx1+0xm € dZ donc d divise n (le cas ot u = 1 et v = 0). De la méme
maniere, d|m.

Montrons maintenant que le pged de n et m divise d. Il divise n et m par
définition.

dZ = {nu+mv | u,v € Z}. Or, d € dZ, ce qui implique que d est de la forme
nu + mu. Par le lemme des combinaisons linéaires, pged(n, m)|d.

Les conditions pour que d soit le pged de n et m sont satisfaites. D’ou le
théoreme. O]

Corollaire 1. Sin et m sont deux entiers de N premiers entre eux non tous
les deux nuls, alors il existe au moins un couple d’entiers (u,v) tel que

nu+mv =1

10. On notera simplement Z et non pas (Z,+) car addition est la seule loi de compo-
sition interne intéressante faisant de Z un groupe.

11. Supposons que d|n, d/m et que pged(n, m)|d et montrons que d = pged(n, m), avec
n, m et d strictement positifs. pged(n, m)|d et d > 0 donc d > pged(n, m) dn et djm donc
d est un diviseur commun de n et m. Il est donc égal ou inférieur au pged de n et m.
d > pgcd(n, m) et d < pged(n,m) donc d = pged(n, m)

17



Inversement, sin, m, u et v sont des entiers tels que nu+mv = 1, alors
pgcd(n, m) = pged(n,v) = pged(u, v) = pged(m,u) = 1

Démonstration. La premiere implication se démontre directement par le théo-
reme 3, en plus de la définition de deux nombres premiers entre eux (deux
nombres sont premiers entre eux si leur pged est égal a 1).

Pour démontrer I'implication inverse, supposons que nu + mv = 1 et sup-
posons que d est un diviseur commun de n et m, n et v, u et m ou u et
v. D’apres le lemme des combinaisons linéaires, d divise 1. En conséquent,
d = £1. Les seuls diviseurs communs de ces couples d’entiers sont alors —1
et 1. Leur pgcd est donc 1. O

Exemple 4. On a : pged(7,4) = 1. D’apres le théoreme de Bézout, il existe
au moins deux entiers, appelons les = et y tels que :

Txrx+4dxy=1

On pourra méme voir qu'il y a une infinité de couples d’entier (z,y) satisfai-
sant cette condition. Il y a des méthodes pour les trouver. En voici une :
Txr+4dxy=1

Posons z = x + y. Par conséquent on a 4z 4+ 3z = 1.

Cette équation admet un couple de solutions évident : (z,z) = (1, —1)

Il faut donc résoudre 1’équation :

—T4+4xy=1

Cette équation a pour solution y = 2.

On a donc : (xg,y0) = (—1,2) (on les appelle ainsi car on va montrer que ce
couple de solution n’est pas I'unique). Les solutions sont donc toutes de la
forme (ou t € Z) :

r=—1+4t
y=2-7Tt

Dans le cas général, étant donné une équation diophantienne (ou I’on cherche
des solutions entieres) de la forme az + by = 1, a et b donnés avec a Ab =1
(une autre maniere d’écrire le fait que a et b sont premiers entre eux).

Si (o, yo) est une solution particuliere de cette équation, et si I’'on cherche &
trouver une solution générale a cette équation (x,y), on aura :

axg+ byg =1
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ar+by =1

ce qui implique que a(z — xg) + b(y — yo) = 0, en conséquent on a

a(x —xo) = b(yo —y) = 0.

L’entier a ne divise pas b donc a divise yo—y. Il existe donc un entier ¢ tel que
at = yo — y. En substituant par at dans 'équation a(x — xo) + b(y — yo = 0),
on a a(zr — xg) — b x at, soit x — xo = bt. Pour le méme t, x — xo = bt

Exemple 5. pgcd(343,1001) = 7 D’apres le théoreme de Bézout, il existe
deux entiers u et v tels que 343u + 1001v = 7.

Il va cette fois nous falloir une méthode bien plus rapide pour trouver une
solution : l'algorithme d’Euclide étendu.

Si 343u+1001v = 7, alors 49u+ 143v = 1. Dans ce cas, utilisons 'algorithme
d’Euclide classique pour trouver le pged de 49 et 143 (il va nous étre utile
méme si on sait qu'il est égal a 1).

143 =49 x 2+ 45
49 =45x1+44
45 =11x4+1
4=4x1

L’égalité 45 = 11 x 4 + 1 nous servira comme point de départ.

1=45—11 x 4 = (143 — 2 x 49) — 11 x (49 — 45)
— 143 — 2 x 49 — 11 x (49 — (143 — 2 x 49))
=143 — 2 x 49 — 11 x (—143 + 3 x 49)
=143 — 2 x 49+ 11 x 143 — 33 x 49
— 143 x 12-49x 35 =1

Les solutions sont donc de la forme :

x = —35+ 143t
=12 —49¢

out e
Lemme 5. (lemme de Gauss) Soient p, a et b trois entiers. Si p divise ab, et
st p et a sont premiers entre eux, p divise b. En particulier, si p est premier

et si p ne divise pas a, ils sont forcément premiers entre eux et p divise donc
b. Ce cas particulier est le lemme d’Fuclide.
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Démonstration. Le pged de p et a est 1. D’apres le lemme 1, il existe donc
deux entiers z et y tels que px + ay = 1. Alors, b(pz + ay) = pxb + aby =
b. Posons ¢ 'entier tel que pc = ab, car d’aprés notre supposition, p|ab.
p(xzb+ cy) = b. p divise donc bien b. O]

Le lecteur pourra vérifier que le lemme d’Euclide utilisé pour les deux pre-
mieres démonstrations du théoréme de Fermat n’est jamais intervenu dans
la démonstration du théoreme de Bachet-Bézout. Voici une autre démons-
tration de ce dernier :

Démonstration. Soit 'ensemble A défini comme suit, ou p est un nombre
premier et a un entier quelconque non divisible par p :

A={ne€Z]| plan}

On va montrer que c’est un sous-groupe de Z.

— 1l est inclus dans Z, par définition.

— 0 appartient a cet ensemble, car p divise 0 = 0 X a.

— Si z et y appartiennent a A, alors x et y s’écrivent sous la forme pz;
et py1. pr1 — py1 = p(x1 — y1). p divise donc leur différence, qui du
coup s’écrit également comme un facteur de a.

Cet ensemble étant un sous-groupe de 7Z, il y a forcément un élément,
appelons-le d divisant tous les autres (on dit que A est le sous groupe
de Z engendré par d). Cet élément est égal ou supérieur a 2 :

— d#0,carpe Aet p#£0.

— d# 1, car 1 ¢ A, par hypothese.

Cet élément est donc supérieur ou égal a 2. Or, p appartient a A
(car p divise ap), ce qui implique que d divise p. Il n’y a que deux
possibilités : d = 1 ou d = p. L’entier d est supérieur ou égal a 2 donc
il est égal a p. Tous les nombres appartenant a A sont des multiples
de p. Si plab et si p ne divise pas a, alors b € A, impliquant que p
divise b.

]

3.5 Z/nZ : Définition et propriétés
Définition 8. On définit Z/nZ, n € N* comme suit :
Z/nZ =A{z| v € Z}

ou T={a€Z tels que a=zn]}
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T se lit "classe d’équivalence de z". Lorsque 'on parlera des relations d’équi-
valences nous verrons que ce n’est pas un hasard.

Remarque 2. Dans l'ensemble Z/nZ, il n’y a en fait que n classes d’équi-
valences différentes.

Remarque 3. Notons que pour tout a € Z, @ = 7 ou r est le reste de la
division euclidienne par n.

Nous allons voir ci dessous comment définir les opérations dans cet en-
semble. D’abord, définissons 1’addition.

Le probleme majeur de cet ensemble (pour y inclure l'addition) est le
choix des représentant des classes. A priori, on ne peut pas définir ’addition
par :

a+b=a+b
Il faut trouver un moyen de contourner cette difficulté, car pour trouver
une loi de composition interne. Cela peut poser des probléemes. Pour cela,
revenons en a la définition de 7 :

T={a€Z tels que a = x[n]}

Il faut remarquer que si a = z[n], alors @ = T. Cette remarque nous permet
de contourner la difficulté. On définit donc ’addition comme ci-dessous :

a+b=a+b

Montrons qu’elle est bien définie : siZ =a et sig=0>b, alorsa +b =17+ y.
Si T = @, alors a = z[n]. De méme, si 7 = b, alors b = y[n|.
Par addition des congruences, on a a + b = = + y[n]. On a donc bien
a+ b= x +y, par définition des classes d’équivalences.

Exemple 6. Prenons par exemple Z/7Z. Par exemple, on a : 3+ 2 = 5.
Remarquons que 3 = 10 et que 2 = 9. De plus, 10 + 9 = 19. Or, 19 = 5[7]
donc 19 = 5.

De la méme maniére, on définit la multiplication comme suit : @ x b = a x b.
Montrons de la méme maniére que si@ =T et si b =7, alors a x b = x X ¥.
On a a = z[n] et b = y[n]. On a donc a x b = x X y[n], ce qui est donc
équivalent a x X y = a X b. La multiplication est donc également bien définie.

Cet ensemble, muni de I'addition, est un groupe.
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— 0 est I’élément neutre de 'addition : 7+ 0=2+0=T.

— L’addition est associative : a +b+¢=a+b+c=a+ b+ c, donc on
abien (a+b)+c=a+ (b+7).

— Chaque élément admet un inverse (opposé) : Si T € Z/nZ, alors T +
n—z=n=0.

Cette multiplication admet un élément neutre : 1.

Elle est associative : a x b X ¢ =a x b X ¢, donc on a bien (@ x b) x ¢ =
a % (b x ¢). Cela nous servira pour transformer cela en groupe.

3.6 Inversibilité dans Z/nZ

On va appliquer le théoreme de Bachet-Bézout de maniere un peu spé-

ciale. Cependant, cela, avec beaucoup de travail et de créativité encore, sera
crucial pour démontrer le petit théoréeme de Fermat.
On veut absolument transformer 1’ensemble (Z/nZ, x) en un groupe, et pour
cela, il lui manque I'inversibilité des éléments (c’est a dire le troisieme axiome
pour qu'un ensemble soit un groupe), pour qu’il ait en quelque sorte des
bonnes propriétés (indispensables pour 'application du théoréme de La-
grange) , pour lui appliquer tout ce que 'on a vu et pour démontrer le
théoreme. La encore, vous verrez I'imagination spectaculaire des mathémati-
ciens, qui inventent (ou découvrent) des maniéres de résoudre les problémes
absolument incroyables.

Proposition 8. Soit @ € Z/nZ. @ admet un inverse par la loi X dans Z/nZ
si et seulement si le pged de ce nombre et de n est 1.

Démonstration. — Supposons que @ admet un inverse par la loi x dans
Z/nZ . Montrons que pged(n,a) = 1.
Si @ admet un inverse (appelons le b) dans Z/nZ : a x b = 1, ce qui
est équivalent ab = 1[n] 1l existe donc k € Z tel que, ab = nk + 1, et
donc ab + n(—k) = 1. D’apres le théoreme de Bézout (le corollaire 1
plus précisément), pged(a,n) = 1.

— Supposons que a € Z/nZ et que pged(a,n) = 1. Montrons que a
admet un inverse dans Z/nZ. D’apres le méme corollaire, il existe au
moins un couple d’entiers (u,v) tels que au + nv = 1 ou encore :
1 =au+nv =au car nv = 0[n] . Au final, on a I'égalité 1T = au qui
termine la preuve de la proposition.

O
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3.7 Fonction indicatrice d’Euler

Définition 9. On définit (Z/nZ)*, n € N* de la maniére suivante :
(Z/nZ)* ={x € Z/nZ| 3b € Z/nZ tel que ab=1}

((Z/nZ)*, x) est donc un groupe, car on a vu que la multiplication admet un
élément neutre, est associative et d’apres la proposition 8, chaque élément est
inversible. Pour tout n € N*| (Z/nZ, x) n’est pas un groupe. En fait, aucun
d’entre eux n’en est un. 0 € Z/nZ quelque soit n. Il n’est pas inversible car
il ne satisfait pas les conditions pour 1’étre.

Définition 10. On note

p(n) = #{1 <z <n| pged(z,n) =1}

# est le symbole indiquant le cardinal, c’est a dire le nombre d’éléments
d’un ensemble. ¢(n) se lit "phi de n" : c’est la fonction indicatrice d’Euler,
indiquant le nombre de nombres entiers positifs premiers avec n et inférieurs a
n. Ce n’est pas par hasard qu’elle porte le nom du plus grand mathématicien
du 18e siecle, car ce dernier a travaillé la-dessus.

D’apres la proposition 8 (& la page précédente), on a : p(n) = #(Z/nZ)*
Ce résultat sera d’'une grande importance pour la derniere démonstration du
petit théoreme de Fermat.

3.8 Morphismes de groupes, images et noyaux

Soient (G, *) et (G', %) deux groupes.
Soit f une application de G dans G’.

Définition 11. On dit que f est un morphisme de groupes si :

Ve e GetVye G, flrrxy)=f(z)=*f(y).

Exemple 7. Par exemple si (G,*) = (R, +) et (G',*) = (R}, x)
L’application f : z + €® est un morphisme de groupes de (R,+) dans
(R, x).

En effet, e*T¥ = % x €Y.

Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

Définition 12. On note ker f ={z € G| f(x) = ex} (se lit "noyau de f")
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Proposition 9. ker f est un sous groupe de G (muni de la méme loi)

Démonstration. Montrons que ker f satisfait toutes les conditions pour étre
un sous groupe de G.

1. Par sa définition, on voit directement que kerf C G.

2. Montrons que eg € ker f.
flea xea) = f(ec) * flec) = flea) = f(ec) * f(ec)
Notons f(eg)™! I'inverse de f(eg) pour la loi *.
L égalité précédente a pour conséquence f(eq) ™! * f(eq) = f(eq)™* *
f(eg) * f(ea). Cela implique finalement que e = f(eq)
Par définition, eqr € ker f.

3. Supposons que x € ker f ety € ker f et montrons que zxy~! € ker f,
ol y~ ! est l'inverse de y par la loi . Alors,

flaxy™) = f@)« fly™) =ec* fly™) = fly™).

De plus, eqr = flea) = fly*xy™') = f(y) » fy™") = f(y™"), car
y € ker f.On aalors f(y™') = f(eq) = e, donc f(y~!) € ker f. On
obtient bien le résultat attendu : x xy~* € ker f

]

Proposition 10. Si on définit Im f de la maniére suivante :

Im f={yeG,|3req tel que f(z) =y}
alors, Im f est un sous groupe de (G',*).
Démonstration. Montrons que I'm f statisfait toutes les conditions pour étre
un sous groupe de G.
1. Par sa définition, on voit instantanément que I'm f C G'.

2. Montrons que egr € Im f.
eqr = f(eg) et eg € G.
3. Supposons que z,y € Im f et montrons que x xy € Im f.

Posons z = f(x1) et y = f(y1).x xy = f(x1) * f(y1) = f(x1 *y1), car
f est un morphisme de groupes. G étant un groupe, x; xy; € G.

4. Supposons que z € I'm f et montrons que = € Im f.
Posons © = f(x1). Notons que z=! = f(x1)~'. On a alors, car f est
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un morphisme de groupes :

flavxayt) = fa) * fzrh)
=eq, car 11 %1, = eg et fleg) = eq
Fl) s (f ) * flah) = flan) ' xeq
(f(x) * f(z1)) * f(a7h) = f(z1)™!, par associativité
fla) s flan) = e = flayh) = )™

x1 € G donc 7' € G, car G est un groupe. Au final, 7' € Im f
]

3.9 Injections, surjections, bijections

Définition 13. Soit f : E — F une application de E dans F.
— On dit que f est surjective si pour tout élément y de F', il y a au moins
un élément © de E tel que y = f(z).
— On dit que f est injective si pour tous x,y € E la condition f(x1)=f(xs)
implique que 1 = xo.
— On dit que f est bijective si elle est a la fois surjective et injective.

Soit Y un sous-ensemble de F. On note f~'(Y) (ensemble image ré-
ciproque de Y par f) Uensemble défini comme suit :

1Y) ={x € E tel que f(z) €Y}

Proposition 11. Si f est un morphisme de groupes :
— f est surjective si et seulement si Im f = F
— [ est injective si et seulement si ker f = {eg}

Démonstration. — Supposons que f est surjective. Montrons que Imf =
F. Par définition, Im f = {f(x) € F'|z € E}. Or, d’apres la définition
de la surjectivité, six € F,alorsx € Im f. FC Im f. Si F =1Im f,
alors F' C Im f. Tout élément de f a donc un antécédent par f.
— Si f est injective, il y a un seul élément = € E tel que f(x) = ep. La
proposition 9 (voir page 24) nous indique que cet élément x est ep.

Maintenant, supposons que ker f = {eg} et montrons que f est in-
jective. Supposons qu’il existe deux éléments xz,y de F tel que f(x) =
f(y). Montrons que z = y.

f(z) = f(y) donc on a f(z)* f(x)™* = f(y) * f(x)~!. Cela donne
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er = flxxy ), car f(y™') = f(y)~! (voir démonstration de la pro-
position 10, page 24). D’apres ce que 1'on a supposé, on a forcément
xxy~! = ep. On obtient finalement = y. f est donc bien injective.

[]

Proposition 12. Soient E et F' deux ensembles finis. Soit f : E — F' une
application de E dans F. Si f est injective, alors # F > # F.

Démonstration. Supposons que f est injective.
Dans ce cas, deux éléments de E ont forcément deux images distinctes par
f-On a alors #Im f = #FE.
Or, Im f C Fdoncon a #Im f < #F.
On en déduit finalement que #E < #F.
m

Pour la surjectivité, la démonstration est un peu plus technique, et si vous
n’y comprenez rien, vous pouvez ’admettre pour revenir dessus plus tard.

Lemme 6. Si ['on définit f de la méme maniére que dans la proposition 12

alors f_l(UyEF{y}) = Uyer ' {y})

Démonstration. Montrons que f~'(Uyer{y}) C Uyer [~ ({y}) et que
Uyer [ {y}) € F1(Uyer{y}) (raisonnement par double-inclusion).

Soit z € f1(Uyer{y})- Cela implique que f(z) € (U,er{y}) et donc il existe
y tel que f(z) € {y}. Alors, z € f~*({y}). Il existe un élément y € F tel que
y € f7'({y}) donc = € Uyer f7'({y}). = appartient donc a Uyep £~ ({y})-
Cela montre que f~(Uyer{y}) C Uyer /' ({y})

Soit @ € Uyer /7' ({y}). Alors, il existe y; appartenant a F tel que = €
I Y{wy1}). Cela implique que f(z) € {y1} et donc que f(x) € Uyerly} =
appartient donc a f~!(U,er{y}). On en conclut que

Uyer f ({y}) C f (Uyer{y}). D'otile fait que f~(Uyer{y}) = Uyer £ ({y})-
0

Proposition 13. S7 f est surjective et définie de la méme maniére que dans
la proposition 12, alors # F < # FE. De cette proposition et de la précédente,
on en déduit que si il existe une bijection (application bijective) entre E et F,
alors # E = # F.

Démonstration. F = J,cp{y} (propriété vraie peu importe I'’ensemble F).
De plus, E = f~!(F), I'ensemble image réciproque de F, puisque f est une
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application de £ dans F, ce qui nous donne E = f~1(U,cr{y})-

D’aprés le lemme précédent, Ona E = f~'(F) = f~ (Uyer{y}) = Uyer [ ({u}).
[ est surjective donc # f ' ({y}) > 1 pour tout y. De plus, # U,er [ ({y}) =
Yyer #f “1({y}), car c’est une union disjointe (un élément est associé a un
unique autre par une application).

On obtient finalement #E£ = >, cp#f ' ({y}) > Xyerl = #F. Do le

résultat.
O
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4 La derniéere ligne droite vers le théoréme

4.1 Relations binaires

Définition 14. Une relation binaire R sur un ensemble E est la donnée d’'un
sous ensemble R de E x E. Le sous-ensemble R est appelé le graphe de la
relation R.

Exemple 1. Par exemple, si R est la relation définie sur R telle que
xRy <= z+y = 2, alors le graphe de R est la droite d’équation y = —z+2

4.2 Relations d’équivalence
Définition 15. Une relation d’équivalence (notée R) est une relation binaire
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. La réflexivité : xRx Vo € K

2. La symétrie : Vx,Vy € E, ¥Ry si et seulement si yRx

3. La transitivité : Vx € E\Vy € E et Vz € E, si xRy et yRz, alors
TRz.

On note Cl(z) (classe d’équivalence de z) l’ensemble défini ci-dessous :

Cl(r) ={y € E| 2Ry}

Exemple 2. Les congruences forment une relation d’équivalence.
En effet, posons a titre d’exemple 2Ry si et seulement si x = y[n] pour
n € N*.

1. x = zn], car x — x = 0 et n|0

2. Si z = y[n|, alors n|x — y.

r—y=0n=—(r—y)=(-1) x0[n] =0[n]

On a donc bien y = z[n]

3. Posons z = y[n] et y = z[n]

r =yln] et y = z[n] = v —y = 0[n]
= (r—y)+y=0+zn]
= = z[n]
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On a montré les trois conditions pour que les congruences soient une relation
d’équivalence. Ce n’est d’ailleurs pas par hasard que dans 1’ensemble Z/nZ,
T se lit "classe d’équivalence de z".

T={ye E| 2Ry} ={y € Z] x = y[n[}

4.3 Classes d’équivalence et partition d’un ensemble

Définition 16. Soit E un ensemble quelconque. Une partition de E est un
ensemble de parties (sous ensembles) non vides de E telle que l'union des
parties est E et que ces parties sont deux a deux disjointes. Autrement dit, si
(Aj)ier est une famille de parties de E, ou I désigne un ensemble quelconque,
on dit que (A;)ier forme une partition de E, alors :

1.Viel, A;#0
2.VielNjel,itj < ANA =0
3. UiEIAi:E

Proposition 14. Soit E un ensemble, R une relation d’équivalence définie
sur cette derniere, et Cl(z) la classe d’équivalence de x pour x € E.

On a alors :
E=T]Cl(z)

zeE

E est l'union disjointe des classes d’équivalences de R. Les classes d’équi-
valences de R forment donc une partition de [’ensemble E.

Démonstration. Montrons que E C [] Cl(x) et que [ Cl(z) C E.
el el

— Si x € E, alors par réflexivité, x € Cl(z). Cela montre de plus qu’au-
cune classe d’équivalence est vide.

— Siy € Cl(x), ou z € E, alors par définition de Cl(z), y € E.

— Montrons a présent que cette union est disjointe, ¢’est a dire que pour
tous z,y, si Cl(z) NCl(y) # 0, alors Cl(x) = Cl(y). Autrement dit, si
Cl(x) # Cl(y), Cl(z) N Cl(y) = 0.

Supposons que Cl(z) N Cl(y) # 0. I existe donc un élément tel que
Rz et yRz. Cependant, si yRz, par symétrie, 2Ry. On a donc xRz
et 2Ry Par transitivité, 2Ry. Par définition de Cl(z), Cl(z) = Cl(y).

]
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Exemple 3. On a vu que les congruences forment une relation d’équivalence.
Soit x € Z, on pose Cl(x) ={y € Z| x = y[3]}.
Alors, d’apres la proposition 14,

z =11[2[[3
Cela ne marche pas que pour n = 3, mais pour tout n € N*.

En fait, quelque soit n € N*, si T € Z/nZ

Z=1]=

TEZ

Exemple 4. Soit 'application définie par :
f:|F — F
v — f(z)
Alors, la relation binaire définie sur F par xRy <= f(x) = f(y) est une
relation d’équivalence. En effet, f(x) = f(x), si f(z) = f(y), al
f(z) et de méme, si f(x) = f(y) et f(y) = f(2), alors f(z) = f(z). Cela va

nous servir pour le théoreme de factorisation.

4.4 Théoréme de factorisation

Théoréme 5. (théoréme de factorisation) Soit f : E — F une application.
Soit la relation binaire R définie sur E par xRy <= f(x) = f(y), c’est
donc aussi une relation d’équivalence (voir exemple 4 ci dessus). Soit E/R
lensemble des classes d’équivalences Cl(x) avec x € E de R. Soit l'application
définie par :
Cl:|E — E/R

r — Cl(z)
Alors, il existe une unique application injective, notons la f (se lit 'f tilde"),
telle que f = f o Cl. Cette application est surjective si et seulement si f
lest. f = fo Cl est une composition d’applications. On dit que f rend le
diagramme suivant commutatif :

2R
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Démonstration. Montrons que cette application existe et qu’elle est unique.
Pour tout élément o € E/R tel que a = Cl(z), on pose f(a) = f(x).

Sia = Cl(z) = Cl(2), alors xRz’, on a donc f(x) = f(2'), par la relation
d’équivalence que l'on a défini. La fonction f est donc bien définie.

Soit g une autre fonction qui satisfait les mémes propriétés. Montrons que
g =f.Onadonc f(z) = g(Cl(r)). L’application g fait associer a la classe de

x I'image de x, ce qui implique que g(Cl(z)) = f(Cl(z)), cette application
est donc bien égale a f.

Montrons que cette application est injective :

Posons a = Cl(z) et 3 = Cl(y), supposons que f(a) = f(53) et montrons
que o = .
f(a) = f(B) donc on a f(z) = f(y). On obtient par définition de R, zRy.
Mais si xRy, alors Cl(z) = Cl(y), ce qui a pour conséquence que « = f3.
Cette injectivité est assez naturelle et intuitive. Apres tout, la philosophie des
relations d’équivalences est de considérer tous les éléments ayant une méme
propriété par un méme élément. Ainsi, tous les éléments ayant la méme image
sont réduits a un seul élément. L’image de cet élément a donc un seul anté-

cédent : la classe du représentant.

Montrons que si f est surjective, alors f est surjective (et donc bijective).

Si f est surjective, alors pour tout y € F, il existe un élément x de E tel que
f(x) =y. Alors, on a x € Cl(x), par réflexivité. En conséquent, Cl(z) € E/R
et de plus, f(Cl(z)) =y O

4.5 Derniers préliminaires

Proposition 15. Soit (G,*) un groupe. Soit (H,*) un sous-groupe de G.
Soit Uapplication
f:1G — PG)

g — gxH
Ou P(G) est l’ensemble des parties (sous-ensembles) de G. On pose la rela-
tion binaire suivante dans G : gRg’ si et seulement si f(g) = f(g'). L’exemple

4, page 30, montre que c’est une relation d’équivalence. Soient
G/R={Cl(g)| g€ G} et G/H ={g* H| g € G}. Alors, pour tout g € G

Cl(g) = g * H , autrement dit, G/R = G/H

Démonstration. — Soit ¢’ € Cl(g). Montrons que ¢ € g*x H. Si ¢ €
Cl(g), alors ¢’ « H = g+ H. Il existe donc deux éléments de H, notons
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les h et B/, tels que g * h = ¢’ * h'. Notons h'~! I'inverse de h’ par la
loi . h™! € H, car H est un sous-groupe de G.

g xRk xh ' =gxhxh?
g=gxh*xh!

g=g* (hxh'™1), par associativité

H étant un sous-groupe, h' * h'~! € H. ¢’ est donc bien de la forme
ghouhe H.

— Soit z € gH, montrons que x € Cl(g).
x est donc nécessairement de la forme g * h.
Montrons alors que x « H = g« H, ou encore que gxh* H = g+ H
(par définition de Cl(g)).

1. Montrons que g« hx H C g H.
Soit gx h*xh' € g h* H et montrons que g * h* h’ est de la forme
gxh" avec h € H
gxhxh' =g (hxh'), par associativité. h « h’ € H, car H est un
sous-groupe de GG. g x h * h/ est bien de la forme g« h”, ou h € H.
OnadoncgxhxH C g+ H.

2. Montrons que g H C gxh * H.
Soit g x hy € g* H, hy € H et montrons que g * hy; est de la
forme g = h * h'. Cherchons A’ tel que g x hy = g * h x h'. Alors,
h' = (h='xhy). Cet élément appartient bien & H, car (H, *) est un
sous-groupe. On a alors

gxhxh' =gxhx*(h™xh)
= gx hxh™! % hy, par associativité

=gxh

On a montré que g * hy est bien de la forme g * h * h'.

4.6 Le théoréeme de Lagrange sur les groupes

Nous allons voir ici le théoreme qui va permettre de démontrer notre ré-
sultat avec une facilité déroutante, d’ou la puissance des groupes, permettant
de résoudre un maximum de problémes avec un minimum d’effort.

Lemme 7. Soit (G, *) un groupe, (H,*) un sous groupe de G, g un élément
de G et soit l'application p, définie par :
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pg: | H — g+ H
h —— gxh
Alors, cette application est bijective.

Démonstration. 1. Montrons qu’elle est injective.
Posons ¢,4(h) = ¢g4(h’) et montrons que h = A/
On adonc gxh=gxh
Soit g~! l'inverse de g par la loi * (cet inverse existe car g € G et G
est un groupe).
g txgxh=gt*gx*h' et donc finalement, h = A’

2. Montrons qu’elle est surjective. Supposons que y € g * H et montrons
qu'il existe un élément x de H tel que y = ¢,(z).
Siy e gx H, alors y est de la forme g« h, h € H.
y = g * h, ce qui nous donne au final y = ¢4(h).

g est donc une application bijective. Il y a donc une bijection entre H
et g x H. En particulier, #H = #g* H. O

Théoréme 6. (théoréme de Lagrange) Soit (G, *) un groupe d’ordre (de car-
dinal) fini. Si (H,*) est un sous-groupe de (G, x*), alors #H|#G

Démonstration. Soit la relation d’équivalence définie sur G par
JRg <— gH =¢'H

Soit G/H = {g* H| g € G}. Cet ensemble est fini, car G lest.
Démontrons maintenant que #H |#G :

On a, d’apres la proposition 14 (p.29) :

¢= 11 Cil)

geR(G)

ou R(G) est un ensemble des représentants des classes d’équivalence dans G
(dans cet ensemble, aucun élément n’est en relation avec un autre).
Remarquons que #G/H = #R(G). On a donc, d’apres la proposition 15
(p.31) :

G= ][] g«H
gER(G)
#G=# [] 9xH

gER(G)
#G = Z #gx H
gER(G)
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car il s’agit d'une union disjointe.

#G = > #H=H#H+#H+ .. +#H

geER(G)

d’apres le résultat qu'on a montré (#H = #g+ H). Il y a un H pour chaque
9 € R(G)

#G = #R(G) x #H

#G =#G/H x #H

car #R(G) = #G/H. D’ou le théoréme O
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5 La troisieme démonstration du théoréme
de Fermat

Nous voila arrivés presque a la derniere étape de notre parcours. Il nous
reste que deux notions a définir. Ensuite, tout ce que ’on verra ne sera qu’une
application des propositions que ’on a vues. La seule chose dont on a encore
besoin, c’est d'un peu de créativité et de courage. C’est le commencement de

la fin.

5.1 Définitions et lemme

Définition 17. Soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre eq et a un
élément de G. Soit A={r e N*| a" =eg}, ot a" est défini par
— Sir>0,a"=eqc etat =a" xa
— Sir <0,a" = (a')", ot a”t est Uinverse de a par la loi x (car
(G, x) est un groupe).
On définit ord(a) comme suit :

{1242

On définit < a > comme suit :
<a>={d"|reZ}
On démontre aisément que (< a >, X) est un groupe.

Proposition 16. Soit f un morphisme de groupes de (E,x) dans (F,*). Soit
la relation d’équivalence R définie par xRy <— f(x) = f(y). Alors cette
relation d’équivalence est équivalente a Ry <= f(rxy™!) =

Démonstration. Supposons que f(z) = f(y). Alors,
f@)* fly)yt=er = f(z)* fly™!) = f(xxy™!) (voir démonstration de la
proposition 10, page 24), ce qui termine la démonstration. ]

Lemme 8. Le cardinal de < a > est égal d ord(a).

Démonstration. Soit le morphisme de groupes suivant :
o: 1 (Z,+) — (<a>,Xx)
r o — a’
En effet, o(ry + 1) = a™ x a™
On voit facilement que ¢ est surjective : si x €< a >, alors x s’écrit de la
forme a”", ot r € Z et donc ¢(r) = .
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1. Si ¢ est injective, alors ker ¢ = {0} et il y a une bijection entre < a >
et Z. De plus, A = (. On a donc # < a >= +o0o = ord(a) , car si
ker ¢ = {0}, alors A = (). Notons que ker ¢ = {0} [[ A

2. Si ¢ n’est pas injective, Posons xRy <= a® = a¥
D’apres le théoréme de factorisation, il y a une application ¢ in-
jective de Z/R a < a >, ou 2Ry <= ¢(z) = ¢(y), ou encore
¢(r —y) = 1, d’apres la proposition 16, page précédente. Dans le der-
nier cas, r —y € ker ¢ Le théoreme nous indique que cette application
est également surjective (puisque ¢ l'est).

Cette application est donc bijective. Il y a alors une bijection entre
Z/R et < a >. De plus, la proposition 9 (page 24) nous indique que
ker ¢ est un sous groupe de Z, mais ker ¢ = {x € Z| a* = 1}. Le plus
petit élément strictement positif de ker f est donc ord(a). D’apres le
théoreme 3 (page 14), ker f = ord(a)Z. On obtient donc, d’apres les
définitions dans la proposition 15 (page 31) :

ZJR = {Cl(2)] = € Z}

Or,
Cliz)={z €Z| xz— z € ker ¢}
={z €Z] ord(a)|zr — 2}
={zr €Zlxr =z[ord(a)]} =2
On a donc :

Z/R ={z|z € Z}
= Z/ord(a)Z

Comme il y a une bijection entre Z/R et < a >, alors
H#HLIR =# < a><= Zjord(a)Z =# < a >
De plus, #Z/ord(a)Z = ord(a), car il y a ord(a) restes différents

possibles de la division euclidienne par ord(a) : de 0 a ord(a) — 1. On
a finalement 1’égalité suivante finissant la démonstration :

#Z/ord(a)Z = ord(a) = # < a >
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5.2 La troisieme démonstration du petit théoréme de
Fermat

Théoréme 7. (théoréme d’Euler) Soient a et n deux entiers premiers entre
eux avec n > 0. Alors,

¥ =1 [n]

ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler, que 'on a vu dans la sous-section
3.7 (p-23)

Démonstration. < a > est un sous-groupe de (Z/nZ)*.

On a donc ord(a)|#(Z/nZ)*, d’aprés le théoreme de Lagrange et le
lemme que l'on vient de démontrer. Mais d’apres la définition 10 (p.23),
#(Z/nZ)* = ¢(n), et donc ord(a)|p(n). Ce qui implique que p(n) € ker ¢

a?m — 7
O]

Maintenant, considérons I’ensemble (Z/pZ)*, ou p est un nombre premier.
p étant premier, quelque soit 1 < n < p, pged(n,p) = 1. C’est pour cette
raison que ¢(p) = p — 1. a étant premier avec p (par définition de (Z/pZ)*),
p ne divise pas a. D’aprés le théoréme d’Euler, on a : a?®?) = ¢?~! =T (Par
définition de 1), et donc a?~! = 1[p]

Incroyable! Le théoreme d’Euler rend quasiment trivial le théoréme de
Fermat. Mieux encore, C’est une généralisation de ce dernier. Avec cela, le
petit théoreme de Fermat difficilement accessible jusqu’ici, ne devient qu'un
cas particulier d’'un théoréme encore plus incroyable.

5.3 La derniére démonstration

Ici, nous allons voir une démonstration spéciale. C’est une démonstration
du théoreme d’Euler qui a l'avantage d’étre plus rapide et plus élégante.
En fait, elle n’a méme pas besoin du théoreme de Lagrange ou de relations
d’équivalences. Soit ’application

Yo | (Z/n2)* — (Z/nZ)*
Tr = ax
Montrons que cette application est bijective :
Injectivité : Si ax = ay, alors T =y dans (Z/nZ)*. ((Z/nZ)* est un groupe
donc @ est inversible et on obtient le résultat en multipliant par cet inverse).
Surjectivité : Si g € (Z/nZ)*, alors § = @,(a"'y)
Cela nous permet d’affirmer que :

[MI z= I @@= [ ax ][] z=a"x [ =
Z/nZ)*

TE(Z/nZ)* ze( TE(Z/nZ)* TE(Z/nZL)* TE(Z/nZL)*

ou a est un élément de (Z/nZ)*.
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En multipliant par I'inverse de  [][ 7 des deux cotés de 1'égalité, on arrive
TE(Z/nZ)*
a la conclusion stupéfiante que
a@(n) =1

Magique ? Non, mathématique. Et cette merveilleuse démonstration clot la
partie principale de ce mémoire.
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6 Appendicel

Dans le premier appendice, nous allons nous intéresser aux bases de
I’arithmétique, c’est-a-dire que nous allons démontrer deux propriétés fonda-
mentales sans lesquels tout ce mémoire tomberait a I’eau. En mathématiques,
on ne parle pas de vrai ou de faux, mais plutot de cohérent ou d’inconsistant.
Leurs fondations sont en fait des assertions admises : des postulats ou encore
des axiomes.

Axiome du plus petit élément Tout sous-ensemble non vide de N a un
plus petit élément, que l'on peut appeler minimum.

Principe de récurrence Soit P(n) une propriété sur un entier n.
Si on montre que P(0) est vraie, et si on montre que pour tout n € N, si
P(n) est vraie, alors P(n+1) est vraie, alors P(n) est vraie pour tout n > 0.

Démonstration. Supposons que P(0) est vraie et que pour tout n € N,
P(n) est vraie => P(n+ 1) est vraie. Montrons qu’il n’existe aucun nombre
s supérieur ou égal a 1 tel que P(s) est fausse, ou que si ce nombre existe, il
y a contradiction.

Considérons I'ensemble S = {s € N| P(s) est fausse }
Si S = (), alors la proposition est démontrée.
Si S # (), alors S étant inclus dans N, il a un plus petit élément, appelons le
S.
s # 0, car P(0) est vraie.
On a donc s > 1.
Cela donne : s —1 > 0. On a donc s — 1 € N. Mais s étant le plus petit
élément de S, s —1¢ S.
Sis—1¢ S, alors P(s—1) est vraie (car si P(s — 1) était fausse, alors s — 1
appartiendrait a S).
Mais si P(s — 1) est vraie, d’apres ce que l'on a supposé, P(s) est vraie.
Or, comme s € S, P(s) est fausse.
Contradiction.

O

Théoréme de la division euclidienne Soient a € Z et b € N*. Alors, il
existe un unique couple (q,r) € Z x N tel que

a=bg+r e 0<r<b
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Démonstration. — Montrons I'existence de q et . Considérons ’ensemble
A={a—bm>0|meZ}

A est un sous-ensemble non vide de N. En effet, si a > 0, il contient
a — b x 0. Sinon, il contient a — ba. Il contient un plus petit élément
d’apreés I'axiome vu page précédente. Appelons cet élément r. Cet
élément r vérifie ’égalité r = a — bg pour un certain ¢ € Z, par
définition de A. De méme, r > 0 par définition.

r <b,carsir >b, alors a —b(qg+ 1) € A, ce qui est en contradiction
avec le fait que r soit le plus petit élément de A.

— Montrons maintenant que (g, ) est unique. Soient (¢, ') deux couples
de la division euclidienne de a par b. Alors |1’ —r| < b. Par ailleurs on
sait que b(¢—¢') = ' —r. Au final, on obtient que que |[¢—¢'| < 1, g et
¢ étant entiers, on en déduit que ¢ = ¢'. Par conséquent r = a — bg =
a —bg' = r'. D’ou le théoréeme.

O

40



7 Appendice 11

A la page 9, nous avons mentionné la formule du binéme de Newton. En
fait, nous avons utilisé cette égalité :

=~ (p
(a+1)P = Z (k) a®
k=0
. Dans cet appendice, nous allons en comprendre la signification et la démon-
trer.
Le symbole Y (sigma majuscule) représente la somme. k = 0 est la premiere
valeur que prend k. On peut voir que k prend les valeurs de 0 a p.
Par exemple,

5
dn=1+2+3+4+5=15
n=1
C’est la somme des n, avec n prenant successivement les valeurs 1,2, 3,4 et
5 (de 1ah5).

p

k;) a®, k prenant les valeurs

Dans le cas que l'on a vu, c’est la somme des (

de 0 a p.

Définition 18. On note n!, pour n € N le nombre égal a n x (n —1) x ... X
3 x2x1.

Z), pour p > k > 0 est le nombre égal a

p!
kl(p —k)!

On a donc : )

P! k
)| R L
@+ 1" =2 =

Cette égalité n’est qu’un cas particulier de la formule plus générale ci-dessous,
que l'on va démontrer :

(arby =3 (Z) ak b

k=0

Notez que la démonstration que vous allez voir ci dessous est assez astucieuse
et que l'on ne I'a pas trouvé d’un claquement de doigts.
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Lemme 9. Soient k et n deux nombres entiers positifs tels que n > k, alors

n+1) (n n
)= ()
Démonstration.

@ i (k - 1) O —nl!fﬂk! Tk —Ti!»!(k —1)!

n! n!

TR T =k D)) k=1

B ((n+1) —k)n! nlk

Tt ) B m—RE =kt D) E—1) <k
(n+1) —k)n! nlk

(n+1)=k)(n—kK)k  ((n+1)—k))k!
_((n+1)=k)n!+k xn!
C ((n+1) = k)(n— k)
onl((n+1) - k+k)
S ((n+ 1) —k)(n—k)K!
_ (nl(n+1))

(n+1) — k)&

(n+1)!

~ ((n+1) — k)&

_[(n+1
o k
Proposition 17. Soient a et b deux réels. Soit n un entier positif. Alors,

(a+b)" = znj (Z) an—kpk

k=0

O

Démonstration. Démontrons le par récurrence.

Initialisation Soient deux réels a et b. On note P(n) la propriété qui dit
que pour n entier,

(a+b =3 (Z) " ko

k=0
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Montrons que P(0) est vraie :

P(0) est donc vraie.

Récurrence Supposons que P(n) est vraie pour n et montrons qu’elle est
vraie pour n + 1.

On a:
(a+b)" " =(a+b)(a+b)"
= (a+b) > (Z) a" k"
k=0
n n—kin & n n—kin
:a]; <k>a kb —1—62 <k>a kb
=0 k=0
Remarquons que Zn: ") gk = gn + zn: ") ankpn
k k
k=0 k=1
On a donc :
ay’ <k>a Wt =a"t > <k>a Ly
k=0 k=1
De méme,

n n—1
n n—kin __ n n—kin n
bz@ b—b<z<k>a b+b>

k=0

n—1
— bn+1 + b Z <Z> an—kbn

k=0

n—1
_ bn+1 + Z (Z) an—kbn-‘rl
k=0

— !y Z (k ﬁ 1) ke

k=1

On obtient donc :

- n n—kin “ n n—kin _ _n+l - n n—k+11k = n n—k+11n n+1
aé(kj)a b+bz<k>a V' =a +Z<k>a b+kzz:1<k_1>a "+ b

k=0 k=1

__n+l n+1 < n n n—k+11k
=a" 4+ b +§1Kk>+<k—1>]a b
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D’apres le lemme vu précédemment, on obtient :

k

— CLn—H + zn: (n + 1) an—k+lbk + bn—l—l

k=1

. n+1 n+1 = n+1 n—k+1pk
—< 0 )a —i—é( I )a b" +

n+1

7’L+1 bn+1
n+1

= Z n+l amtD=RYE = P(n4-1)
o\ k

On a prouvé que P(0) est vraie et que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) l'est

aussi.

P(n) est vraie pour tout n > 0, d’apres le principe de récurrence. ]
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