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GEOMETRIE DANS L'ESPACE

551 - On donge on triangle ABC dans un plan (P), un point 0 hors de ce plan et on
marque suc OA, OB et OC respectivement les points A, BY, €' tels que :

|9 Dire pourquoi les droites AB et A'B" ont un point commun B et pourquoi les
droites BC et A'B’ n'en ont pas. Méme question pour les droites AC et A'C’ qui se
coupent en C, et pour les droites AB et A'C' qui ne se conpent pas. Déterminer
Iintersection des plans (ABC et A'B'CY).

20 Moutrer que B est le milien de AB" : on étudiera ln figure contenue dans le
plan OAR, et on pourra utiliser |2 paralléle d A'B! menée par B, Fétant le point dinter-
; o

T

: . ) AB 1B A'B'
section deo cette paralléle avee AD, évalner les rapports ———»  —— .
iB A'B" AR

En déduire que B'C' et B'CY sont paralléles,

30 Montrer que les milienx K de BC, K' de B, K de BYCY sont coplansires
avec les points O et Al

49 On désigne par G le centre de gravité du triangle ABC, Ia droite 06 perce en ' le
06

plan (A'B'C'). Caleuler le rapport

— 312 —

PARALLELISME

A. — DROITES PARALLELES

Deux droites sont dites paralléles, soit loraqu’elles sont

conlenues dans un méme t qu’ g i
nn, soit lorsqu'elles sont confondnes. agodivi e i e

Deux droites paralliles et distinotes

pourront étre appelées « paralliles

18 = . : ain
1 nDol.l‘n ‘d.l";lltl;,ﬁ de Pespace étant choisies au hasard, le plan contenant 'une
‘plum‘i e aul,re ne contient généralement pas cette autre droite en
HEE ;s des droites n'ont alors aneun point commun,
lI]l&l_e_a car clles ne sont pas dans {
" Y i
:o LDESI]’!:IE“B concerne deux droites d'un méme plan, la proposition
ux droites sont paralléles » o égati ,
] est la négation de la siti
, L ] proposition « deux
ites ar:m sécantes », c'est-d-dire, ont un seul point uonfmun
Lorsqu’elle concerie deux droites de I'espace, la
£ pas la négation de Pautre.

: mais elles ne sont pas
un méme plan (voir figure 4,4).

premitre proposition

Figure formée par deux  Les
droites paralléles et un plan ©-d

propriétés  rappelées
ont é1é dé rées
en Troisi¢me, leur justification

wl proposée en exercice (no8 552 et 553).

I : 5 -

a) L&‘?;ea;d;)“ droites sont paralliles, si un plan coupe une, il coupe

"b) Lut’uqm: deux dmtes sont paralléles, si un plan contient 'une, ou bien
' plan n’a aucun point commun avee Pautre, ou bien il la contient (Fig. 4.7).




paralléle a

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

131 Droite passant (Dl_;af:!e';-;ed:in:
ey S DOLNS 5 parallile & une droite

donnée (D) et conte-

une droite pant un point
- ®)
Si (D) contient A, (D) est confondue i
avee (D).

Si' (D) ne eontient pas A, (D) c.atlapa.ral‘-
1#e & (D) menée par A dans le plan unique

déterminé par (D) et A (Fig. 4,8). Fig. 4.8,

182

La relation «est paralléle 4 », l]..l:-fll'liﬂ a
Pintérieur de Densemble des .iirmtea de
'espace, est une relation d*équivalence.

La relation
« est paralléle a »

En effet : :
1° La relation est réflexive, puisqu'il a été convenu de dire:
v (D), (D)// (D)

20 La relation est symétrique, car, d’aprés la définition, I'ordre des droites
liées par la relation n’intervient pas:

D) 1 (D) <= (D) (D)

3¢ La relation est transitive § soient en effet trois droites distinctes (D),

(D), (D) telles que (D) f/ (D'} et (D) [ (D)
I~

(Fig. 4,9).
a) T étant un point de (D"}, (D) et ce point
T déterminent un plan (Q) qui a l‘e pumt.l en
commun avee (D) ; si ce point était 1(,:
seul, (Q) aurait en commun avec (D), qui
est paralléle a (D), un seul point (§ 180, a),
et par suite aurait en commun avec {IJ)._ qui
est paralléle & (D'), un seul point, ce qui est
Fig. 4,9 en contradiction avee le fait que (Q) cnm]:arm
ks (D) ; (Q) contient done nécessairement (D'') :
(D) et (D') sont dans un méme plan. - _
i 1 point, &'il existait,
D) n'ont de point commun, car par un tel | = Bt
il El;ia(fs]:r)a::(deu)nnpsmﬂpzfea distinetes & (D) : les droites (D) et (D) ceci
est impossible (§ 181).

PARALLELISME

(D) et (D) satisfont done & la défnition des paralleles, et par suite ;
@) [ (D)

) J/ (D) _—

(D) Jf (D).

Nrection de droite Puisque la relation « est paralléle 3 »

liant deux droites est une relation d'équi-

¢, il est possible de répartir toutes les droites de I'espace en classes

fnce § une classe contient toutes les droites paralléles & une droite

et elles seulement ; chaque classe est déterminge par I'un quel-
‘de ses représentants.

dit des droitag dune méme classe, c'est-i-dire de droites paralldles
¢¢ ont la méme direction; on dit de Ia classe clle-méme quielle est
'hl!lh de droite

.

B. — DROITES ET PLANS PARALLELES

Définition
n

Nous savons (§ 180, b) qu'il existe des couples droce
et plan gui n'ont aucun point commun,
Une droite et un plan sont dits paralléles soit lorsqu'ils o’ont sucun point
un, soit lorsque la droite est incluse dans le plan.
droite et un plan qui n'ont
Mes «au sens strict »,
L proposition « une droite et un
Mo ln propesition « une droite ot un p
L oul point eommun.
.
Propriétés

d &

pas de point commun pourront gire appelés

plan sont paralltles » ¢, la négation
lan sont séeants », cest -dire ont un

Les justifications des
fnoneés qui suivent ont
en Troisitme et sont d dé
#xercices (n%8 559, 560, 561, 562).

a

1" Lorsqu'une droite est paralléle & une
te d'un plan, elle est paraliéle & ce plan
180, b) (Fig. 4.10).

- & Lorsqu'une droite est paralléle & un
plan, elle est parallile aux intersections de o

an avee ceux qui la contiennent (Fig. 4,11). Fig. 4,10,

— 314 —
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GEOMETRIE DANS L'ESPACE

De (1) et (2) il vésulte que :

Un plan et une droite
sont paralltles &, et
seulement si la droite
est paralléle & une droite
du plan.

3 Lorsqu'une droite el un
plan sont paralléles, le plan

contien] en entier toute paral-

| léle & la droite menée par I'un
i de ses points (Fig. 4,12).
1

4 Lorsque deux plans
séeants sont paralléles & wne
méme droite, leur intersec-
tion est paralléle & eette droite
{Fig. 4,13).

Fig. 4,13.

Soient une droite (D) et
un point A donnés,
1l existe une infinité de plans
b i i t la
 par A et paralltles & (D): ¢e sont tous les plans qui contiennen
g:f:]nglepﬁ (D) pa]:snnt par A, et cenx-1a seulement (§ 185, 1 et 3).

186 Plans passant par un point
et paralléles a une droite

— 316 —

PARALLELISME

sant par un point Soient deux droites (D) ex (D)
wlléle & deux droites ©t un point A donnés.

’ Un plan contenant A est
(i (D) et & (DY) si, et seulement &'l contient la paralléle (d) & (D)
Warallble (d') i (DY) menées par A ; il est done défini de fagon unique par
X droites (d) et (d') si olles sont distinetes. c'est-d-dire si (D) et (D)
pas paralléles,

plication : Plan paralléle & deux droites d’un plan

N o

.| It _lii))’ut.-(l')'} dfm’st rlroitf,-’a non paralléles d'un plan (P), et I un point
T ¥ 8 =

un plan unique (Q) contenant I ot paralléle 3 Ia fois & (D) et a (D)

Si 1 est dans (P), (Q) est identique & (P).
BN extérieur & (P),
Aiuenin point commun
(P). En effet : dune
ot (Q) sont dis-
4 dlautre part, (P) et
6 sont pas sécants,
#  intersection de
(Q) dovrait érre paral-
I fois aux  deux
(D) et (') (§ 185, 4),
st imposeible puisque
(D)) ne sont pas paral-

Fig. 4,14,

Tésumé : lorsqu'un plan est paral
un plan (P), ou bien il est confond
Il sommun aveec

o eo plan (P).

litle & denx droites non paral-
u avee (P), ou bien il n’a sueun

(P); dans les deux cas, il est paralldle & toules les droites

M Droites passant par un point

Soient un plan (P) et un
et paralléles & un plan

point A donnés,

N existe une itifinité de

bilen passant par A et paralleles (P): les paralléles menées A pux
senes droites de (P) et elles seul (§ 185, & é encadré),
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Propriété de Pensemble de ces droites. Soient (d) ot (d') deux d'entre elles
respectivement paralléles aux droites (D) et (D) non paralléles de (P); elles
déterminent un plan (Q); chacun des plans (P) et (Q) est paralléle
i deux droites non paralltles de 'autre, done paralléle & toutes les

droites de P'autre (§ 187)
/&:’ %

(Fig. 4,15).

a) Soit (d’) une autre
droite paralléle a (P} et
passant par A elle est
paralléle & une draite (D")
de (P): (Q) est parallile
& (D) g (") est par

0 suite entiérement dans (Q))

(§ 185, 3) d'oli : toutes les

(D) paralléles i (P) menées par A
DY) sont dans le méme plan ().

b) Soit (&) wne droite de
() passant par A; (P) est
paralléle & (3) ; d'oir: toutes
les droites de (Q) qui contiennent A sont des paralléles & (P) menées
par A.

Fig. 4,15,

Conelusion. Etant donné un plan (P) et un point A, il existe un plan (Q)
tel que 'ensemble des droites paralltles & (P) et passant par A coincide avee
I'ensemble des droites pu.ssanl par A de ce plan (Q); le plan (Q) est déterminé
par deux paralléles 1 a (P A,

C. — PLANS PARALLELES

Nous avons vu (§ 1B7) qu'il existe des plans n'ayant
pas de points communs.

Deux plans sont dits paralltles soit lorsqu'ils n’ont pas de points communs,
soit lorsqu'ils sont confondus.

Deux plans n'ayant pas de point commun pourront étre appelés paralléles
« au sens strict »,

189 Déﬁni'tion

La proposition « deux plans sont paralléles » est la négation de la propo-
sition « deux plans sont sécants », clest-a-dire, ont une seule droite en
COmmun.
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pupu'un plan est paralléle & deux droites sfeantes d'un plan, il est
i e plan (§ 187).

que denx plans sent paralliles, chacun d'eux est paralléle & toutes
® de Pantre (§ 184, démonstration « par ahsurde »).

0 (1) et de (2) il résulte que:

I planz sont paralléles si, et b si deux droites sé
‘J‘lﬂ sont paralléles & Pautre.

que deux plans sont paralltles, chacun contient en entier toule
”Ilﬂﬁe it I'antre menée par Pun de ses points (§§ 190, 2 er 185, 3).

ure formée par deux
paralléles et une droite

Soient (P) et (P') deux plans
paralléles, et soit (D) une
droite.
| Supposons (D) paralléle a (P) (Fig. 4,16 ¢). I étant un pu:nl de (P) la
lldle (d) & (D) menée par I est dans (P) ; la paralléle (d') & (d) menée par

I' de (P') est par suite dans (P’). Or, les droites (@) et (D), toutes
‘paraligles a (d), sont paralléles ; il en résulte que (D) est paralléle a (P).

e deux plans sont paralliles, si une droite est paralléle & Pun elle

éle & PPautre.
/An

(0)

(a) (b)

Fig. 4,16.

i
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b) Supposons que (D)) coupe (P) (Fig. 4.16 &), Les propositions contraires
de (D) |/ (B) et (D) /[ (P') sont: (D) coupe (P) et (D) conpe (P'); or, nous
savons (§ 13) que. A et B flant deux propositions,

I'implication A ES o B

a pour rnnsﬁqlu-nrl- non B —— non A,

11 résulte done de a) que si (1) coupe Pun des plans, elle coupe aussi Vautee,

Lovsque denx plans sont paralléles, si une droite coupe I'un, elle coupe
Fauntre.

132 Figure formée par deux

Soient (P) et (P') deux plans
plans paralléles et un plan

paralliles, st soit (Q) un autre plan.
a) Supposons que () coupe (P) swivant la droite (24) (Fig. 4,17 a), Soit (L)
une droite de () coupant (/1) ; cette droite coupe (P). par suite elle coupe
(P*); (13) et (P') ne sont done pas sans points communs : or ils sont distine
puisque (L) n'est pas contenue dans (P7). (F) et (Q) sont done séeante.

A\»

L) N
kS P
b
&

Ay

- {b)

Fig. 4,17.

N
NN

£
<

Lorsque deux plans sont parallzles, si un plan coupe I'un, il coupe Pautre.

Propriété : les intersections de deux plans paralléles par un troisieme plan
sont denx droites puralleles.

En effer. d'use part ces droites sont dans un méme plan, d'autre part.
étant duns des plans paralléles, elles sont sans point commun.
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" ns () paralléle & (P) (Fig. 4.17b). Un raisonnement analogue
dtablit () & partiv de (@) dans le § précédent conduit i la

i ¢ Lorsque deux plans sont paralltles, si un plan est paralléle a I'un
léle & Pautre.

sant par pn point
aralléle @ un plan

Soient (P) un plan et A un
point donnés. Existe-t-il un plan
paralléle & () et contenant A?

1§ 190, 3).

P
%)
D)
o plan déterming

et [3“) peut done @)
i la question. A (d)

e un tel plan, (D)
ftant deux droites
choisies dans (P),
népessairement
bles (d) et (d) &
menges par A

convient effecti-

(§ 190,1).

Fig. 4,18,

¢ un plan et un seul paralltle & un plan donné et passant
donné. 4

L{l relation
l paralléle a»

La relation west paralléle a » définie a
lintéricur de I'ensemble des plans de "espace
est une relation d'équivalence. En effet:

0 La relation est réflexive puisqu’il a été convenu de dire:
) ¥ (P), (P)[] (@)

L relation est symétrique, car d'apris la définition, Fordre des plany
par la relation w'intervient pas: L

(P) Jf (P1) (®) [ (P).

- B La relation est transitive, car la propriété w lorsque deux plans sont
T - e, tout plan qui est paralléle & 'un est parallele & 'autre » permet

Come
®) /] @)

<>

= (BRI,

e
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Puisque la relation « est paralléle a » liant
deux plans est une relation d'équivalence, il
est possible de répartir tous les plane de I'esy en el déquival 3
une classe contient tous les plans paralléles & un plan déterminé et eux seu-
lement ; une classe est déterminée par Pun q de ses représentants

On dit des plans d’une méme classe, c'est-i-dire de plans | lleles, qu'ils
onl la méme direction; la classe elle-méme s'appelle « direction de plan ».

Direction de plan

Remarque. Deux directions de droite déterminent une direction de plan.

EXERCICES

552 Etudo du § 180 (a) - On donne deux droites strictement paralleles (D) et (D)
et un plan (P) qui coupe (D) en A : a} Dire pourquoi les droites (D) et (D) sont din=
un méme plan () en donnant la définition des paralléles. b) Montrer que les plans (F)
et (()) sont steants ; désigner par (A) leur droite d'intersection. ¢) Montrer que les
droites (/) et (V') se coupent, d) En déduire que (1Y) et (P) se coupent.

553 Etude du § 180 (b) - On donne deux droites strietement paralléles (D) et (D) et
un plan (P) eontenant (D): o) Dire pourquoi les droites (D) et (D) pomt dans un
méme plan {Q) en donnant |4 définition des paralléles, b) Montrer gue (P) et (Q) sont
sécants on eonfondus ; lorsgu'ils sont séeants, nommer leur droite d'intersection. ¢/
Montrer que lorsque (D) n'est pas incluse dans (P), si elle eoupait (P} elle couperait
(D). dJ En déduire que (D') et (P) sont paralliles,

554 - Déduire la propriévé (b) du § 180 do la propriété (a) du méme paragraphe.

555 - 19 On donne une droite (D) ; peut-on parler « du plan de la droite (D) » ?

20 O donne une seconde droite (D) ; sans ig PP peut-on
parler du « plan des deux droites () et (D) » 7 peut-on le faire si on =sait que (D)
et (D) sont paralléles ?

39 On donne trois droites (D), (D), (') deux & deux paralléles ; peut-on parler
« du plan de ces trois droites » ¥ Faire une figure mettant la réponse en évidence.

556 - Soient deux droites (D) et (D) : on suppose qu'il existe deux droites paralléles
(L) et (L'} 'appuyant chacune sur (D) et sur (D) ; que peut-on dire des droites (I}
et (D) ¥

On donne un tétratdre ABCD, Se peut-il que deux arétes opposées soient paralléles ¥

EXERCICES

) dmthss paralliles (A) et (B) et deux droites (€) ex (D) non
pnﬁn.{;i"eu Détermines I'ensemble des droites rencontrant les

! , ©'est-di-dire ind 1o ¥Eanl 1& 1
m des données.

wnsidire le tétraidre ABCD ; soient 1, J, K, L, les milisux de AB, BC,

UInKL'wm paralliles. Quelle est la nature do quadrilatice LJKL ?
uﬁnam les milienx respectifs de AC et BD, étndier de méme le

ce qui pn%eé_'d‘e que les trois segments IK, JL et MN qui joignent les
opposées d'un tétragdre, sont concourants en un point S situé au

i le vecteur AS & Paide des vecteurs A, AC, AD,

int le centre t!:-grnv:icé du triangle BCD, exprimer le veetear AGa
cle 'A_'ﬁ. ;&, AD. Montrer que chacune des droites joignant un sommet
% Wi centre de gravité de la face opposée contient S,
.-
i D
185, 19 - Une dreoite (D) est paralléle & une droite (A) d’un plan
§ 185 : plan (P).
on bien (D) est incluse dans (P), ou bien (D) n'a pas de point mmmuil
' eels, on prouvers que Iaffirmation « (D) coupe (P) » est fausse, soit
“fnoncé (o) du paragraphe 180, soit en utilisant le fait que (D) et {A)
i oun méme plan (Q).

du § 185, 29 - Unc droite (D) est strictement paralléle & un plan (P). Un
ut () et un point A de (P): a) Dire pourquoi (P) et (Q) cont séeants, §)
{D] ne coupe pas leur intersection (A). ¢) En déduire que (D) et (A)

[ 4 du § 185, 3 - Une drite (D)) est strictement paralléle & un pllan (P). A
L wi point de (P), on désigne par (A) la droite d'intersection de (P) et du plan
par A et-ﬂ))_; on justifiera d'sbord Pexistence de ce plan, puis Pexistence
1 d!_hl_’.e_ruc!.mu avee (P). On désigne par (A) la paralléle 4 (D) passant
Mo pourquoi (A) et (/') sont confondues, en énongant les théorémes utilisés,

".I. § 185, 4° - o) Deux plans sécants (P) et (P') sont paralléles & une droite
mpnim de leur intersection (A) ; soit (A) la paralléle & (D) contenant A.
tln propridté (1) do paragraphe 185 ponr que( ) et ') sont confondues.
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