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Aucun document n’est autorisé. Seules les calculatrices non-programmables et non
graphiques sont autorisées. Il sera tenu compte de la rigueur et de la clarté de
la rédaction. Cet énoncé comporte 3 exercices indépendants.

➤ Exercice 1 : (5 points)

(1) Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = x3 − 3x+ 2.

(a) Chercher tous les points critiques de f sur R.
(b) Déterminer tous les extremums locaux de f sur R.

(2) Calculer avec justification les valeurs suivantes : min
x∈[0,2]

f(x) et max
x∈[0,2]

f(x).

(3) Calculer la limite suivante :

lim
x→0

f(x) ln(1− x) sinx

ex2 − 1

(4) On considère la fonction de deux variables suivante :

g(x, y) = x2y + x2 − 2x− y + 1.

Chercher les extremums locaux de la fonction g sous la contrainte y−x = −1 par la méthode
de substitution.

➤ Exercice 2 : (7 points)

On considère les fonctions de deux variables suivantes :

f(x, y) = x3

3
− 2xy − y2 + 2

3
et g(x, y) =

{
x2y2

x2+y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0).

(1) (a) Déterminer ∇f(x, y) pour tout (x, y) ∈ R2.
(b) Montrer que f possède exactement deux points critiques sur R2 que l’on déterminera.

(2) (a) Soit (x, y) ∈ R2. Déterminer Hf (x, y) la matrice hessienne de f au point (x, y).
(b) La fonction f admet-elle en (0, 0) un maximum local ? justifier votre réponse.

(3) Soit P le plan tangent à la surface représentative Sf de f au point A(1,−2, f(1,−2)).
(a) Déterminer l’équation du plan P .
(b) Préciser la position relative de Sf par rapport à P au voisinage du point (1,−2).

(4) Montrer que l’équation f(x, y) = 1 permet de définir une fonction implicite φ au voisinage
du point (1,−2) vérifiant φ(1) = −2 puis calculer

lim
x→1

φ(x) + 2

x− 1
.

(5) Montrer que la fonction (x, y) 7→ ∂g
∂x
(x, y) est continue sur R2.
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➤ Exercice 3 : (8 points)

Soient les fonctions réelles suivantes :

f(x) = ln(1 + ex) et g(x) =
ln(1 + ex)− ln 2

x
.

(1) Montrer que f ∈ C∞(R) puis calculer f ′(x) pour tout x ∈ R.
(2) (a) Montrer que f est strictement convexe sur R.

(b) Déduire que pour tout a, b ∈ R, on a

1 + e
a+b
2 ≤

√
(1 + ea)(1 + eb).

(3) (a) Donner le développement limité en 0 à l’ordre 2 de la fonction x 7→ ln(2 + x).
(b) Déduire que le développement limité en 0 à l’ordre 2 de la fonction f est donné par :

f(x) = ln 2 + x
2
+ x2

8
+ o(x2).

(c) Soit T0 la tangente à la courbe représentative Cf de f au point d’absisse x = 0. Déterminer
l’équation de T0 puis préciser la position relative de Cf par rapport à T0 au voisinage de 0.

(4) (a) Montrer que g est prolongeable par continuitée en 0 puis déterminer h la fonction pro-
longement par continuité de g en 0.

(b) Étudier la dérivabilité de h sur Dh où Dh désigne le domaine de définition de h.

✿ ✿ Bon travail ✿ ✿
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