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- Série de révision pour l’examen final en Mathématiques I

à Exercice 1

Soient les fonctions réelles suivantes :

f(x) = 1
4
x4 − 2

3
x3 − 1

2
x2 + 2x , g(x) = f(x)− 2x et h(x) = f(x) + 1 + x2

2
.

(1) (a) Montrer que f ′(x) = (x− 1)(x2 − x− 2) pour tout x ∈ R.
(b) Déduire que f admet exactement trois points critiques sur R.
(c) Déterminer les extremums locaux de f .
(d) Étudier la convexité de la fonction f sur R.

(2) Déterminer avec justification min
x∈[0,3]

f(x) et max
x∈[0,3]

f(x).

(3) La fonction g admet t-elle au point d’absisse 0 un extremum local ? justifier votre réponse.
(4) (a) Écrire l’équation de la tangente T0 à la courbe Ch de h en x = 0.

(b) Déduire que h admet au point d’absisse 0 un point d’inflexion.

(5) Calculer les limites suivantes : lim
x→0

[f(x)]4

(e−x − 1)2(cosx− 1)
et lim

x→+∞
4f(x) ln(1 + 1

x2
) sin( 1

1+x
).

à Exercice 2

On considère les fonctions suivantes :

f : R2 −→ R
(x, y) 7−→ f(x, y) = 2x2y + x2 + y2

et g(x, y) =

{
f(x,y)
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

α ∈ R si (x, y) = (0, 0).

(1) (a) Déterminer ∇f(x, y) pour tout (x, y) ∈ R2.
(b) Chercher tous les points critiques de f sur R2.

(2) (a) Calculer la matrice hessienne Hf (x, y) pour tout (x, y) ∈ R2.
(b) En déduire la nature de chaque point critique de f .

(3) Étudier la convexité de la fonction f sur R2.
(4) Chercher les extremums locaux de f sous la contrainte y = x2.
(5) Montrer que l’équation f(x, y) = 9 permet de définir une fonction implicite ϕ au voisinage

de (1, 2) vérifiant ϕ(1) = 2 puis calculer ϕ′(1).
(6) Soit h(x, y) = f(x, y)− 2x2y + 4xy. Étudier l’homogéneité des fonctions h et f sur R2.
(7) (a) Écrire l’équation du plan P tangent à la surface Sf de f au point A(1,−2, f(1,−2)).

(b) Préciser la position relative de Sf par rapport à P au voisinage du point (1,−2).
(8) Écrire le développement limité à l’ordre 2 au voisinage du point (1, 0) de la fonction f .
(9) (a) Pour quelle valeur de α, g est continue en (0, 0).

(b) Supposons que α = 1. g est t-elle dérivable en (0, 0) ? justifier votre réponse.

à Exercice 3

Soient les fonctions suivantes : f(x, y) = x2 + 4xy − 4x et g(x, y) = x− 2y + 1. On se propose à
déterminer le(s) extremum(s) locaux de la fonction f sous la contrainte g(x, y) = 0.

(1) Déterminer le Lagrangien L associé à ce problème.
(2) Déterminer le ou les points critiques de L.
(3) Déterminer HL(x, y, λ) la matrice Hessienne de L en tout point (x, y, λ) ∈ R3.
(4) Déterminer alors le(s) extremum(s) locaux de f sous la contrainte g(x, y) = 0 en précisant

leur(s) nature(s) (min local, max local).
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à Exercice 4

Soit la fonction réelle suivante : f(x) =
√
1 + ex.

(1) Montrer que f ∈ C∞(R).
(2) Montrer que f est strictement convexe sur R.
(3) (a) On admet qu’au voisinage de 0, on a :

√
1 + u = 1 + u

2
− u2

8
+ u3

16
+ o(u3). Déterminer le

développement limité en 0 à l’ordre 2 de la fonction x 7→
√
2 + x.

(b) Déduire le développement limité en 0 à l’ordre 2 de la fonction f .
(4) (a) Écrire l’équation de la tangente T0 à la courbe Cf de f en x = 0.

(b) Étudier la position relative de Cf par rapport à T0 au voisinage de 0.
(5) (a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que l’on précisera.

(b) Montrer que l’équation f(x) = 5 possède une unique solution α sur R.
(6) Soient a, b ∈ R tel que a < b. Appliquer le théorème des accroissements finis à f sur [a, b].

à Exercice 5

Soient les fonctions suivates

f(x) = x ln(1− x) + 2 , g(x) = (1− x)−x et h(x) =
(1− x)−x − 1

x2
.

(1) Montrer que f ∈ C2(]−∞, 1[).
(2) (a) Montrer que f est concave sur ]−∞, 1[.

(b) Déduire que pour tout a, b ∈]−∞, 1[, on a(
2− a− b

2

)a+b
2

≥
√

(1− a)a(1− b)b.

(c) Montrer que f admet en x = 0 un maximum global puis calculer max
x∈]−∞,1[

f(x).

(3) (a) Donner le développement limité en 0 à l’ordre 3 de la fonction g.
(b) Déduire les valeurs de g′(0), g′′(0) et g(3)(0).
(c) g admet t-elle en x = 0 un extremum local ? justifier votre réponse.

(4) (a) Déterminer Dh le domaine de définition de h.
(b) Montrer que h est prolongeable par continuité en 0 puis déterminer h̃ la fonction prolon-

gement par continuité de h en 0.
(c) Montrer que h̃ est dérivable sur ]−∞, 1[.

Développements limités et équivalents usuels à apprendre

Les formules suivantes sont valables uniquement au voisinage de 0.

Les développements limités usuels en 0 Les équivalents usuels en 0

(1) eu = 1 + u+ u2

2
+ u3

6
+ o(u3) (1) eu − 1 ∼

0
u

(2) ln(1 + u) = u− u2

2
+ u3

3
+ o(u3) (2) ln(1 + u) ∼

0
u

(3) sinu = u− u3

6
+ o(u3) (3) sinu ∼

0
u

(4) cosu = 1− u2

2
+ o(u3) (4) 1− cosu ∼

0

u2

2

(5) 1
1−u = 1 + u+ u2 + u3 + o(u3) (5) (1 + u)α − 1 ∼

0
αu, ∀α ∈ R

(6) f(x) = f(0) + f ′(0)x+ f ′′(0)
2
x2 + f3(0)

6
x3 + o(x3) En particulier on a :

√
1 + u− 1 ∼

0

u
2

(vrai si f est 3-fois dérivable en 0) (6) tanu ∼
0
u

Bon travail !
- Mr. Feki Kais
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