Exo7

Equations différentielles

Fiche de Léa Blanc-Centi.

1 Ordrel

Exercice 1
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y +2y=x*(E))

2.y +y=2sinx (Ey)

3. Y —y=(x+1)e* (E3)

4. y'+y=x—e"+cosx (Es)

Correction V¥ Vidéo W [006991]

Exercice 2

Déterminer toutes les fonctions f : [0;1] — R, dérivables, telles que

Vx € [0:1], f/(x) + f(x) = f(0)+ (1)

Indication V¥ Correction V Vidéo N [006992]

Exercice 3

1. Résoudre I’équation différentielle (x> 4 1)y’ 4 2xy = 3x> + 1 sur R. Tracer des courbes intégrales. Trou-
ver la solution vérifiant y(0) = 3.

2. Résoudre I’équation différentielle y’' sinx —ycosx+ 1 = 0 sur |0; 7r[. Tracer des courbes intégrales. Trou-
ver la solution vérifiant y(§) = 1.

Indication V¥ Correction V Vidéo N [006993]

Exercice 4 Variation de la constante
Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution particuliere par la méthode de variation
de la constante :

Ly —(2x— 1)y =1 sur |0; +oo

2.y —y=xkexp(x) sur R, avec k € N
3. x(14+1n%(x))y’ +2In(x)y = 1 sur |0; +oo|

Indication Vv Correction V¥ Vidéo A [006994]

Exercice 5
On considere 1’équation différentielle

/ )
y—e'e=a
Déterminer ses solutions, en précisant soigneusement leurs intervalles de définition, pour
l.a=0


http://exo7.emath.fr
http://www.youtube.com/watch?v=aFS_Z30s_RY
http://www.youtube.com/watch?v=hVq0LPY0kV0
http://www.youtube.com/watch?v=Fg3TtiARvxI
http://www.youtube.com/watch?v=4M0txOmYb1I

2. a = —1 (faire le changement de fonction inconnue z(x) = x + y(x))

Dans chacun des cas, construire la courbe intégrale qui passe par 1’origine.
Indication V¥ Correction ¥ Vidéo W [006995]

Exercice 6
Pour les équations différentielles suivantes, trouver les solutions définies sur R tout entier :

1 %y —y=0(E)
2. xy’+y—1:0 (Ez)

Indication V¥ Correction V Vidéo A [006996]

2 Second ordre

Exercice 7
Résoudre

1. y' =3y +2y=0
2. y"+2y +2y=0
3. /=2y +y=0
4. y'+y=2cos’x

Correction ¥ Vidéo W [006997]

Exercice 8

On considere y” —4y’ +4y = d(x). Résoudre I’équation homogene, puis trouver une solution particuliere lorsque
d(x) = e~, puis d(x) = ¢**. Donner la forme générale des solutions quand d(x) = 1 ch(2x).
Indication V¥ Correction V Vidéo W [006998]

Exercice 9

. . s 4 . ooz . 1" _ N __ COsx
Résoudre sur ]0; 7t I'équation différentielle y” 4y = cotanx, ol cotanx = .

Indication V¥ Correction V¥ Vidéo A [006999]

Exercice 10
Résoudre les équations différentielles suivantes a I’aide du changement de variable suggéré.

1. xzy” +xy' +y =0, sur ]0; +oo[, en posant x = ¢’ ;
2. (1+x%)%y" +2x(1+x%)y' +my =0, sur R, en posant x = tant (en fonction de m € R).

Correction V¥ Vidéo A [007000]

3 Pour aller plus loin

Exercice 11 Equations de Bernoulli et Riccatti

1. Equation de Bernoulli

(a) Montrer que 1’équation de Bernoulli
y +a(x)y+b(x)y" =0 ne?Z n#0n#1

se raméne a une équation linéaire par le changement de fonction z(x) = 1/y(x)"~!.

(b) Trouver les solutions de 1’équation xy’ 4y —xy* = 0.


http://www.youtube.com/watch?v=UW3uUaXMS34
http://www.youtube.com/watch?v=1-v-EhSJHlk
http://www.youtube.com/watch?v=P_IrLQoPqYs
http://www.youtube.com/watch?v=iRTCx-ikFP0
http://www.youtube.com/watch?v=cNVcKnV6F2E
http://www.youtube.com/watch?v=nFoOhAmqUtQ

2. Equation de Riccati
(a) Montrer que si yg est une solution particuliere de 1’équation de Riccati
Y +a(x)y+b(x)y* = c(x)

alors la fonction définie par u(x) = y(x) — yo(x) vérifie une équation de Bernoulli (avec n = 2).
(b) Résoudre x*(y' +y?) = xy — 1 en vérifiant d’abord que yo(x) = i est une solution.

Indication V¥ Correction ¥ Vidéo A [007001]

Exercice 12

1. Montrer que toute solution sur R de y’ + exzy =0 tend vers 0 en +co.
2. Montrer que toute solution sur R de y” + e"zy = 0 est bornée. (Indication : étudier la fonction auxiliaire
2
u(x) = y(x)* +e 7y (x)%)

Correction V Vidéo W [007002]

Exercice 13

2

1. Résoudre sur |0; +oo[ I’équation différentielle x*y” +y = 0 (utiliser le changement de variable x = ¢').

2. Trouver toutes les fonctions de classe € sur R vérifiant

w20, £(x) =f<1>

X

Correction V Vidéo W [007003]



http://www.youtube.com/watch?v=k9R8_U4-Pyk
http://www.youtube.com/watch?v=xrbDXpFKgfE
http://www.youtube.com/watch?v=lBNXBvuCSD0

Indication pour ’exercice 2 A

Une telle fonction f est solution d’une équation différentielle y' +y = c.

Indication pour I’exercice 3 A

1. x est solution particuliere

2. cos est solution particuliere

Indication pour I’exercice 4 A

Solution particuliere :
1. —4

T2
Pranl
2. rexplx)
Inx
3. 1-+1n? (x)

Indication pour ’exercice 5 A

1. C’est une équation a variables séparées.

Indication pour I’exercice 6 A

1. une infinité de solutions

2. une solution

Indication pour I’exercice 8 A

Pour la fin : principe de superposition.

Indication pour I’exercice 9 A

Utiliser la méthode de variation de la constante.

Indication pour ’exercice 11 A

1. (a) Seramener a 12’ +a(x)z+b(x) = 0.
— 1 —
(b) y-:l:\/mouy—o.
2. (a) Remplacer y par u + yg.

_ 1 1 _ 1
(b) y= }+xln\x\+lx ouy=x-




Correction de ’exercice 1 A

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients constants, avec second membre.

On commence par résoudre 1’équation homogene associée y' +2y = 0 : les solutions sont les y(x) =
Ae = L eR.

11 suffit ensuite de trouver une solution particuliere de (E;). Le second membre étant polynomial de
degré 2, on cherche une solution particuliere de la méme forme :

yo(x) = ax? + bx + c est solution de (Ej)

< Vx € R, yi(x) +2y0(x) = x?

<= Vx € R, 2ax> + (2a+2b)x+ b +2c = x*

Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que yo(x) = %xz - %x—i— % convient.

Les solutions de (E) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliere et des solutions

de I’équation homogene :
1 1 1
y(x) = Exz - §x+ 1 +Ae® (xeR)

ol A est un parametre réel.

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficients constants, avec second membre.
Les solutions de I’équation homogéne associée y' +y = 0 sont les y(x) = Ae ", A € R.

11 suffit ensuite de trouver une solution particuliére de (E,). Le second membre est cette fois une fonction
trigonométrique, on cherche une solution particuliere sous la forme d’une combinaison linéaire de cos
et sin :
yo(x) = acosx+ bsinx est solution de (E)
<= Vx € R, yy(x) +yo(x) = 2sinx
<= VxeR, (a+b)cosx+ (—a+b)sinx =2sinx
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que yo(x) = —cosx + sinx convient.
Les solutions de (E) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére et des solutions
de I’équation homogene :

y(x) = —cosx+sinx+Ade ™ (x€R)

ou A est un paramétre réel.

3. Les solutions de I’équation homogene associée y’ —y = 0 sont les y(x) = Ae*, A € R. On remarque que
le second membre est le produit d’une fonction exponentielle par une fonction polynomiale de degré
d =1 : or la fonction exponentielle du second membre est la méme (e*) que celle qui apparait dans les
solutions de I’équation homogene. On cherche donc une solution particuliere sous la forme d’un produit
de ¢* par une fonction polynomiale de degré d +1 =2
yo(x) = (ax? + bx+ c)e* est solution de (E3)
<= VxeR, yy(x) —yo(x) = (x+ 1)e*
< VxeR, Qax+b)e* = (x+1)e
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que yo(x) = (3x* +x)e* convient.

Les solutions de (E3) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliere et des solutions
de I’équation homogene :

y(x) = (%x2 +x+d)e (xER)

ou A est un paramétre réel.

4. Les solutions de I’équation homogene associée y' +y =0 sont les y(x) = Ae~*, A € R. On remarque que
le second membre est la somme d’une fonction polynomiale de degré 1, d’une fonction exponentielle
(différente de e ) et d’une fonction trigonométrique. D’apres le principe de superposition, on cherche
donc une solution particuliere sous la forme d’une telle somme :



yo(x) = ax+b+ pe* 4+ occosx+ B sinx est solution de (E4)

< Vx € R, yj(x) +yo(x) =x—e*+cosx

<= VxR, ax+a+b+2ue+(a+p)cosx+ (—a+f)sinx =x—e*+cosx
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que

1 1 1
yo(x) =x—1— Eex—i- Ecosx+ Esinx

convient.

Les solutions de (E4) sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliére et des solutions
de I’équation homogene :

1 1 1
yx)=x—1 —Eex+§cosx+§sinx+le_x (xeR)

ol A est un parametre réel.

Correction de I’exercice 2 A
Une fonction f : [0;1] — R convient si et seulement si

— f est dérivable

— festsolutionde y +y=c¢

— f vérifie £(0) + f(1) = c (ou ¢ est un réel quelconque)
Or les solutions de 1’équation différentielle y' +y = ¢ sont exactement les f : x — Ae "+ ¢, o A € R (en effet,
on voit facilement que la fonction constante égale a ¢ est une solution particuliére de y' +y = ¢). Evidemment
ces fonctions sont dérivables, et f£(0) + f(1) = A(1+e~ ") +2¢, donc la troisiéme condition est satisfaite si et
seulement si —A(1+e!) =c.
Ainsi les solutions du probleme sont exactement les

pour A € R.

Correction de I’exercice 3 A

1. Comme le coefficient de y’ ne s’annule pas, on peut réécrire 1’équation sous la forme

2 3% +1
2T 21

Y+

(a) Les solutions de 1’équation homogene associée sont les y(x) = Ae*™ | ol A est une primitive de

a(x) = —xfil et A € R. Puisque a(x) est de la forme —% avec u > 0, on peut choisir A(x) =
A
—1In(u(x)) ot u(x) = x> + 1. Les solutions sont donc les y(x) = Ae~ D — 211

(b) 1II suffit ensuite de trouver une solution particuliere de 1’équation avec second membre : on remarque
que yo(x) = x convient.

(c) Les solutions sont obtenues en faisant la somme :

ol A est un parametre réel.

3

(d) y(0) =3 si et seulement si A = 3. La solution cherchée est donc y(x) = x+ 7.

Voici les courbes intégrales pour A = —1,0,...,5.



2. On commence par remarquer que yo(x) = cosx est une solution particuliere. Pour I’équation homogene :
sur 'intervalle considéré, le coefficient de y' ne s’annule pas, et I’équation se réécrit

Les solutions sont les y(x) = 1e*(®), ot A € R et A est une primitive de a(x) = oo Puisque a(x) est

de la forme ”;/ avec u > 0, on peut choisir A(x) = In(u(x)) avec u(x) = sinx. Les solutions de I’équation

sinx)

sont donc les y(x) = 1™ = A sinx.

Finalement, les solutions de I’équation sont les
y(x) = cosx+ A sinx

ol A est un paramétre réel.
3. Ona

S

VB =1 = cos§+7tsin§:1 = T+ =1 = A=

&~

La solution cherchée est y(x) = cosx + (% - 1) sinx
Voici les courbes intégrales pour A = —2,—1,0,...,4 et % —1 (en gras).

A




Correction de ’exercice 4 A

1y — (2x— 1)y =1 sur |0; +oof
(a) Résolution de I’équation homogene y' — (2x— 1)y = 0.
Une primitive de a(x) = 2x— 1 est A(x) = x* — Inx, donc les solutions de I’équation homogene sont
les y(x) = Aexp(x* —Inx) = AL exp(x?), pour A une constante réelle quelconque.
(b) Recherche d’une solution particuliere.

Nous allons utiliser la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particuliere a
PP 1y, : _ 1 2\ A

I’équation y’ — (2x — 1)y = 1. On cherche une telle solution sous la forme yo(x) = A (x) exp(x*) ol

x — A(x) est maintenant une fonction.

On calcule d’abord

Maintenant :
. , 1
yo estsolutiondey —(2x+-)y=1
x
1
o~ (2x= =1
x x

e A/ (x)wexp(:d) + A (x) <— é + z) exp(2) — (26— V)AL (¥) L exp(a) = 1

1
— A (x); exp(x?) =1 cela doit se simplifier!

— A (x) = xexp(—x?)

Ainsi on peut prendre A (x) = —% exp(x?), ce qui fournit la solution particuliére :
1 1 1 1
= 2, —_ 2 = —_—— _ 2 —_ 2 = ——
o(x) = A(x) - exp(?) = 3 exp(—%) exp() =~

Pour se rassurer, on n’oublie pas de vérifier que c’est bien une solution !
(c) Solution générale.

L’ensemble des solutions s’obtient par la somme de la solution particuliere avec les solutions de
I’équation homogene. Autrement dit, les solutions sont les :

y(x) = —Zix +7L%exp(x2) (A eR).

2.y —y=xkexp(x) sur R, avec k € N
(a) Résolution de I’équation homogeéne y' —y = 0.
Les solutions de I’équation homogene sont les y(x) = Aexp(x), A € R.
(b) Recherche d’une solution particuliere.

On cherche une solution particuliere sous la forme yo(x) = A (x) exp(x) ol x — A (x) est maintenant
une fonction.

Comme yj(x) = A'(x) exp(x) + A (x) exp(x) alors

yo estsolution de y —y = xFexp(x)
= A/ (x)exp(x) + A (x)exp(x) — A (x)exp(x) = x* exp(x)
> A/ (x)exp(x) = ¥ exp(x)
e V() =2



xk+l

On fixe A (x) ce qui conduit a la solution particuliére :

= k+1°
o
() = T exp(x)
(c) Solution générale.
L’ensemble des solutions est formé des
k1
y(x) = ] exp(x) + A exp(x) (A €eR).

3. x(1+1n%(x))y’ 4 2In(x)y = 1 sur ]0; 4o
Le coefficient de y’ ne s’annule pas sur ]0; 4o, I’équation peut donc se mettre sous la forme

o 2nx
Y w)) T 211 (x)

(a) Les solutions de 1’équation homogene associée sont les y(x) = Ae*™ | ol A est une primitive de

a(x) = —ﬁ et A € R. On peut donc choisir A(x) = —In(u(x)) avec u(x) = 1+ In?(x). Les

A
solutions de 1’équation sont les y(x) = A n(H () —
1 +1n”(x)

(b) Utilisons la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particuliere de 1’équation
avec second membre. On cherche yp(x) = lJr)Llr(;;)(x)’ avec A une fonction dérivable. Or z(x) = m
est solution de 1’équation homogene et yo(x) = A (x)z(x) :

yo estsolution
g 2mx
YO 1+ 12(0)"  x(1+ 1% (x))
2Inx 1
= A (X)z(x) +Ax) | (%) + —F—z2x)| = ——F5—
(0)2(0) +A(x) |2 () x(141n?(x)) ®) x(141n?(x))

=0
Alx) 1
1+1In%(x)  x(1+In%(x))

1
= A(x)=-
X
Inx
1+1In%(x)
(c) Les solutions sont obtenues en faisant la somme de cette solution particuliere et des solutions de
I’équation homogene : ce sont les

On peut donc choisir A (x) = Inx, ce qui donne la solution particuliere yo(x) =

Inx+ A
y(x) = m (A €R)

ol A est un parametre réel.

Remarque : le choix d’une primitive de A’ se fait a constante additive pres. Si on avait choisi par exemple
A(x) =Inx+ 1, la solution particuliere aurait été différente, mais les solutions de I’équation avec second

membre auraient été les
CInx+1424

Y0 = 14 1n?(x)

Quitte a poser A} = 1+ A, ce sont évidemment les mémes que celles trouvées précédemment !

(x e R)

Correction de ’exercice 5 A




1. L’équation différentielle y/ — e*e” = 0 est a variables séparées : en effet, en divisant par ¢, on obtient
—y'e™” = —¢". Le terme de gauche est la dérivée de e~ (y est une fonction de x), celui de droite est la
dérivée de x — —e* :

by X
Les dérivées étant égales, cela implique que les deux fonctions sont égales a une constante additive
pres : ainsi y est solution sur / si et seulement si elle est dérivable sur/ et 3c e R, Vx € l, ¢ = —e* +c.
A ¢ fixé, cette égalité n’est possible que si —e* + ¢ > 0, ¢’est-a-dire si ¢ > 0 et x < Inc. On obtient ainsi
les solutions :

ye(x) = —In(c—e€*) (pourx € I. =] —eo;Inc])

ol ¢ est un parametre réel strictement positif.

Pour que I'une des courbes intégrales passe par 1’origine, il faut qu’il existe ¢ > 0 tel que 0 € I, et
yc(0) =0 : autrement dit, ¢ > 1 et c — 1 = 1. Il s’agit donc de y; : x — —In(2 — ¢*), la courbe intégrale
cherchée est son graphe, au-dessus de ’intervalle I, =] — oo;In2]. Sa tangente en 1’origine a pour pente
¥5(0) = V¢ (0) = 1, c’est la premiere bissectrice. Comme par construction 5 est a valeurs strictement
positives, la fonction y, est strictement croissante.

T )

yi(x)

0 1 0 1

2. Posons z(x) =x+y(x) : z ale méme domaine de définition que y et est dérivable si et seulement si y I’est.

En remplagant y(x) par z(x) —x dans I’équation différentielle y) — e¢*¢” = —1, on obtient 7 — e =0, c’est-
a-dire /e~ % = 1. Il s’agit de nouveau d’une équation a variables séparées : en intégrant cette égalité, on
obtient que z est solution sur J si et seulement si elle est dérivable surJ et 3c € R, Vx € J, e = —x+c.

A c fixé, cette égalité n’est possible que si ¢ > x. On obtient ainsi les solutions :
ye(x) =z¢(x) —x=—x—1In(c—x) (pour x € J. =] —oo;c])

ol ¢ est un parametre réel.

Pour que 'une des courbes intégrales passe par I’origine, il faut qu’il existe ¢ € R tel que 0 € J. et
v¢(0) = 0 : autrement dit, ¢ > 0 et ¢ = 1. Il s’agit donc de y; : x — —x —In(1 — x), la courbe intégrale
cherchée est son graphe, au-dessus de I’intervalle J; =] — oo; 1[. Sa tangente en 1’origine a pour pente
1(0) = %) — 1 =0 : elle est horizontale.

Correction de I’exercice 6 A

1. X%y —y=0(E)
Pour se ramener 2 1’étude d’une équation différentielle de la forme y’ + ay = b, on résout d’abord sur
les intervalles ot le coefficient de y' ne s’annule pas : on se place donc sur | — co;0[ ou ]0; 4-o].
(a) Résolution sur | —0;0[ ou ]0; 4.
Sur chacun de ces intervalles, I’équation différentielle se réécrit

1
/
—y=0
Yo

qui est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coefficients non constants. Ses
solutions sont de la forme y(x) = Ae~'/* (en effet, sur | — o0;0[ ou ]0; oo, une primitive de % est

-,

10



(b)

(©)

Recollement en 0.
Une solution y de (E;) sur R doit étre solution sur | —eo; 0[ et |0; +-oo], il existe donc A4, A_ € R tels
que
Are M six>0
) = { Ae gix<0

Il reste a voir si I’on peut recoller les deux expressions pour obtenir une solution sur R : autrement
dit, pour quels choix de A,, A_ la fonction y se prolonge-t-elle en 0 en une fonction dérivable
vérifiant (Ep) ?

— e V¥ fooete /X — 0, donc y est prolongeable par continuité en O si et seulement si
x—=0~ x—0

. On peut alors poser | y(0) = 0|, quel que soit le choix de A..
— Pour voir si la fonction ainsi prolongée est dérivable en 0, on étudie son taux d’accroissement :

pour x > 0, )v(x))cj))(()) = A+il/x = _)L-i-(_Tl)eil/x x—0F 0
< O7 y(x)—y(0) =0 0
pour x =0 o

Ainsi la fonction y est dérivable en O et .

— Par construction, I’équation différentielle (E/) est satisfaite sur R*. Vérifions qu’elle est égale-
ment satisfaite au point x = 0 : 02-y'(0) — y(0) = —y(0) = 0.

Conclusion.

Finalement, les solutions sur R sont exactement les fonctions suivantes :

Ae % six>0
y(x)_{o six <0 (AeR)

2. xy)+y—1=0(Ey)
Pour se ramener a I’étude d’une équation différentielle de la forme y’ + ay = b, on résout d’abord sur
les intervalles o le coefficient de y’ ne s’annule pas : on se place donc sur I =] —c0;0[ ou I =|0; +oo|.

(a)

(b)

Résolution sur /.
Sur I’intervalle I, I’équation différentielle se réécrit

, 1 1
y+-y=-
X X
qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients non constants.

— Pour I’équation homogene y' + ;lcy = 0 une primitive de —% sur /, est —In|x|. Les solutions de
1’équation homogene sont donc les Ae~ "M = Aﬁ. Quitte a changer A en —A si [ =] —0;0[, on
peut écrire les solutions de I’équation homogene sous la forme y(x) = 4 %

— Pour trouver les solutions de 1’équation avec second membre, on applique la méthode de varia-

tion de la constante en cherchant y(x) = A(x)! : en remplagant, on voit que y est solution sur 7
si et seulement si A’(x) = 1. En intégrant, on obtient A (x) = x. Une solution particuli¢re en donc

yo(x) =1.
— Sur ] les solutions de (E;) sont les y(x) = 1+ % ol A est un parametre réel.

Recollement en 0.
Une solution y de (E,) sur R doit étre solution sur | —e0; 0] et |0; +-o0], il existe donc A, A_ € R tels

que
A .
1+% six>0
X) = o
) {1+7; Six <0

Il reste & voir si I’on peut recoller les deux expressions pour obtenir une solution sur R. On voit tout

de suite que y a une limite (finie) en O si et seulement si . Dans ce cas, on peut alors

poser [ y(0) = 1| et y est la fonction constante égale a 1, qui est bien stir dérivable sur R. De plus,
(E,) est bien satisfaite au point x = 0.

11



(¢) Conclusion.
Finalement, (E;) admet sur R une unique solution, qui est la fonction constante égale a 1.

Correction de I’exercice 7 A

1. 1l s’agit d’une équation homogene du second ordre. L’équation caractéristique associée est 7> —3r+2 =
0, qui admet deux solutions : r =2 et r = 1. Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par
y(x) = Ae¥ +ue* (A, u € R).

2. L’équation caractéristique associée est > +2r+2 = 0, qui admet deux solutions : r = —1 +ietr=—1—
i. On sait alors que les solutions sont donc les fonctions définies sur R par y(x) = e *(Acosx + Bsinx)
(A, B € R). Remarquons que, en utilisant I’expression des fonctions cos et sin a I’aide d’exponentielles,
ces solutions peuvent aussi s’écrire sous la forme Ae(~ 1+ 4 ye(=1-0¥ (4 y € R).

3. L’équation caractéristique est > —2r+ 1 = 0, dont 1 est racine double. Les solutions de 1’équation
homogene sont donc de la forme (Ax+ pt)e*.

4. Les solutions de 1’équation homogene sont les A cosx +  sinx. Le second membre peut en fait se ré-
écrire cos®x = 1+ cos(2x) : d’apres le principe de superposition, on cherche une solution particuliere
sous la forme a + bcos(2x) + c¢sin(2x). En remplagant, on trouve qu’une telle fonction est solution si
a=1,b= —%, ¢ = 0. Les solutions générales sont donc les A cosx + g sinx — %cos(Zx) +1.

Correction de I’exercice 8 A

L’équation caractéristique associée a I’équation homogene est r> — 4r +4 = 0, pour laquelle = 2 est racine
double. Les solutions de 1’équation homogene sont donc les (Ax 4 pt)e*.

Lorsque d(x) = e~ %, on cherche une solution particuliére sous la forme ae~%*, qui convient si a = %.
Lorsque d(x) = ¢**, comme 2 est la racine double de I’équation caractéristique, on cherche une solution comme
le produit de ¢* par un polyndome de degré 2. Comme on sait déja que (Ax + u)e* est solution de 1’équation
homogene, il est inutile de faire intervenir des termes de degré 1 et O : on cherche donc une solution de la forme
ax?>e, qui convient si et seulement si a = %

Puisque 1 ch(2x) = §(e**+¢~*), les solutions générales sont obtenues sous la forme y(x) = e >+ gx%e* +
(Ax+ p)e™.

Correction de I’exercice 9 A
Les solutions de 1’équation homogene sont les A cosx + p sinx. En posant y; (x) = cosx et y2(x) = sinx, on va
chercher les solutions sous la forme Ay; + py,, vérifiant

Ayr+u'y, =0 Alcosx+ u'sinx =0
A’y 4+ p'y, = cotanx A'(—sinx) + u’ cosx = cotanx
0 sinx
cotanx Ccosx
A(x) = .
cosx  sinx
—sinx Ccosx
<
COSX 0
—sinx cotanx
p'(x) = :
cosx  sinx
—sinx Ccosx

cosx  sinx

d’apres les formules de Cramer, ou = 1. On obtient donc

—sinx cosx
{ Al (x) = —cosx
2
) = 552

12



ce qui donne une primitive A (x) = —sinx.

Pour y, on cherche a primitiver < C‘“zx a I’aide du changement de variable ¢t = cosx (et donc t = —sintx), on
calcule une primitive
/ cos®x
—X =
sinx 1 —2! 1— t2
1 1
= r+ Eln(l —1)— Eln(l —t) =cosx+ Eln(l —cosx) — Eln(l — cosx)

En remplagant, les solutions générales sont les

1 1
y(x) =cjcosx+casinx+ (—sinx) cosx + (cosx+ 3 In(1—cosx) — 3 In(1— cosx)> sinx

: : . _ . 1 ; 1—cosx
qui se simplifie y(x) = c1 cosx + ¢y sinx+ 5 sinxIn Teoexs Ce2 ER.

Correction de I’exercice 10 A

1. Puisqu’on cherche y fonction de x €]0; +oo[, et que ’application 7 — €' est bijective de R sur |0; +oo],
on peut poser x = ¢’ et z(r) = y(e'). On a alors ¢ = Inx et y(x) = z(Inx). Ce qui donne :

y(x) = z(lnx)=2z(r)
y/(x) = %Z'(lnx) _ e_tz’(t)
Y'(x) = —xizz’(lnx) + xizzﬁ(lnx) — _37212/(2‘) +e’2’z”(t)

En remplagant, on obtient donc que

Vx €]0; 400, XY +xy' +y =0 <=V €R, (1) +2(1) = 0

autrement dit, z(¢) = A cost + usint ou A, i € R. Finalement, les solutions de 1’équation de départ sont
de la forme

y(x) = z(Inx) = A cos(Inx) + u sin(Inx)
oud,ueR.

2. L’application 7 — tant étant bijective de | — 7 Z[ sur R, on peut poser x = tant et z(¢) = y(tanz). On a
alors ¢ = arctanx et ainsi :

y(x) = z(arctanx) = z(7)
yx) = . _: = 7 (arctanx)
y'x) = (1_1_1)62)2 (2" (arctanx) — 2x7’ (arctanx))

En remplagant, on obtient que z est solution de I’équation différentielle z” +mz = 0. Pour résoudre cette
équation, on doit distinguer trois cas :
— m<0:alors z(t) = eV ™™ + e V™ et donc

y(x) — )Lex/fmarctanx_’_uef —marctanx

)

— m=0:7"=0etdonc z(t) = At + it et y(x) = Aarctanx+ U,
— m >0 alors z(t) = A cos(y/mt) + p sin(y/mr) et donc

y(x) = A cos(y/marctanx) + u sin(y/marctanx)

oud,ueR.
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Correction de ’exercice 11 A

1. Equation de Bernoulli
(a) On suppose qu’une solution y ne s’annule pas. On divise I’équation y' + a(x)y + b(x)y" = 0 par y",
ce qui donne

+a(x)

/

Y

}? 1 +b(x) =0.

On pose z(x) = =iy =(1

rentielle linéaire :

U sz . . . , . . 4
et donc 7/ (x) - n);—n L’équation de Bernoulli devient une équation diffé-

=7 +a(x)z+b(x) =0

(b) Equation xy’ +y—xy> = 0.
Cherchons les solutions y qui ne s’annulent pas. On peut alors diviser par y> pour obtenir :

/
y 1
x=+—5—x=0
oy
On pose z(x) = % et donc 7/(x) = —2 ; égz L’équation différentielle s’exprime alors Stxz' +z —

x =0, c’est-a-dire :
x7 —2z=—2x.

Les solutions sur R de cette derniere équation sont les

Ax®+2xsix >0
Z()C): " 2 . - ’ A,Jr,ﬂ,,ER
Ax*+2xsix<0
Comme on a posé z(x) = — j» on se retreint a un intervalle 7 sur lequel z(x) > 0 : nécessairement

RS
0 ¢ I, donc on considere z(x) = Ax? 4 2x, qui est strictement positif sur /; ol
J0;4o0] sidA =0
I, = }0;—%[ siA <0
|—o0;—7 [ ou J0;+eo[ siA >0

Ona (y(x))* = ﬁ pour tout x € [ et donc y(x) = s(x)ﬁ, ol €(x) = £1. Or y est continue sur
. z\x

I’intervalle I, , et ne s’annule pas par hypothese : d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, y
ne peut pas prendre a la fois des valeurs strictement positives et des valeurs strictement négatives,
donc &(x) est soit constant égal a 1, soit constant égal a —1. Ainsi les solutions cherchées sont les :

1 —1
0= e Y s

Noter que la solution nulle est aussi solution.

sur I (A eR)

2. Equation de Riccati

(a) Soit yy une solution de y’ 4 a(x)y + b(x)y* = c(x). Posons u(x) = y(x) — yo(x), donc y = u + yo.
L’équation devient :

' 4 vy + a(x) (u+yo) +b(x) (1 4 2uyo +y3) = c(x)
Comme yg est une solution particuliere alors
Yo+ a(x)yo +b(x)y§ = c(x)
Et donc I’équation se simplifie en :
' + (a(x) + 2y0(x)b(x) ) u+b(x)u* =0

qui est une équation du type Bernoulli.
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(b) Equation x*>(y' +y?) =xy — 1.
— Aprés division par x* ¢’est bien une équation de Riccati sur I =] — o0;0[ ou I =]0; +oo].
— Yo = ;lc est bien une solution particuliere.
— Onau(x) =y(x) — yo(x) et donc y = u+ 1. L’équation x*(y/ +y*) = xy — 1 devient

1 1 1
x? u’———i—uz—i—Zz—i—— =x{u+-|—1
x2 x  x? X

x? (u’—i—uz—l—ZE) = xu
x

qui se simplifie en

ce qui correspond a I’équation de Bernoulli :
/ 1 2
u+—-u+u =0.
x
— Siune s’annule pas, en divisant par u?, cette équation devient Z—; + %% +1=0.0nposez(x)=1
I’équation devient —z'+ 1z+ 1 =0. Ses solutions sur / sont les z(x) = Ax+xIn|x|, A € R. Ainsi
u(x) = ﬁ = m mais il y a aussi la solution nulle u(x) = 0.
— Conclusion. Comme y = u+ %, on obtient alors des solutions de I’équation de départ sur | —oo; 0]
et ]0; oo :
1 1 1

yx) = x ou y) = x + Ax+xIn|x|

(A eR).

Correction de ’exercice 12 A

1. Notons A(x) = [3 e’ t, une primitive de ¢ . On ne sait pas expliciter cette primitive. Les solutions de
Y +e%y=0sécrivent f(x) = Ae AWK
Six > 1, on a par positivité de I’ 1ntegrale A(x) N *t >0 et comme ¢ > 1 alors

En conséquence :
Ainsi,

et f(x) —— 0.

X—>r+o0

2. Supposons que y vérifie sur R I’équation, et posons u(x) = y(x)? + ey (x)?. La fonction u est & valeurs
positives, dérivable, et

u' (x) =2y (x)y(x) + e 2y (x)y' (x) — 2xe ™y (x)?
en utilisant que e y” (x) = —y(x) (car y est solution de I’équation différentielle) on obtient :
—x2. /2

u' (x) = —2xe ¥y

Ainsi la fonction u est croissante sur | — oo; 0] et décroissante sur |0;+oo[, donc pour tout x € R, 0 <
u(x) < u(0). Or y*(x) < u(x) par construction, donc

wreR, [y < va(0) = /y(0)2 + (0

Correction de ’exercice 13 A
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1. En faisant le changement de variable x = ¢’ (donc ¢ = Inx) et en posant z(¢) = y(e') (donc y(x) = z(Inx),
I’équation x?y” +y =0 devient 7/ — 7/ +z = 0, dont les solutions sont les z(r) = e'/2- <7L cos(521) + sin(@t)) ,
A, 1 € R. Autrement dit,

y(x) = vx (k cos(\flnx) +,usin(\£§lnx)>

1
. . . . 2 ; . .

R* et par conséquent f’ aussi. Ainsi f est nécessairement de classe 4~ sur R* (en fait, en itérant le

raisonnement, on montrerait facilement que f est € sur R*).

En dérivant I’équation f'(x) = £ (1), on obtient

X

2. Supposons que f convienne : par hypothése, f est de classe ¢!, donc x — f(1) est de classe €' sur

et en réutilisant 1’équation :

Ainsi on obtient que f est solution de x?y” +y = 0 sur R*. Nécessairement, il existe A, € R tels que
3 3
Vx>0, f(x) =vx (/l cos(\zflnx) +u sin(\g lnx)>

Par hypothese, f est de classe €' sur R, en particulier elle se prolonge en 0 de fagon €’!. Cherchons
a quelle condition sur A, i cela est possible. Déja, f(x) = /x (2, cos(g Inx)+u sin(? lnx)) o 0

X—
pour tous A, 1 ; donc f£(0) = 0. Mais

F(x) —£(0) 1( V3 V3 >

0 7 Acos(Tlnx)—i-usm(Tlnx)

2 _
n’a pas de limite en 0 si A £ 0 ou i # 0. En effet, pour x,, = Vi 2"”), on a x,, — 0 mais w = \/’%
2 T /
qui admet une limite finie seulement si A = 0. De méme avec x|, = VA T2mty) qui donne w =

“ . . .
e et implique donc p = 0.

Par conséquent, la seule possibilité est AL = u = 0. Ainsi f est la fonction nulle, sur [0, +oo[. Le méme
raisonnement s’ applique sur | — o, 0]. La fonction est donc nécessairement nulle sur R. Réciproquement,
la fonction constante nulle est bien solution du probléme initial.
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