Exo7

Le groupe symétrique

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 **IT
Soit o I’élément de S;o: 6= (3107126451289 11).

1. Combien o possede-t-elle d’inversions ? Que vaut sa signature ?

2. Décomposer o en produit de transpositions. Retrouvez sa signature.
3. Déterminer les orbites de .
4. Déterminer 6290,

Correction V [005353]

Exercice 2 ***[T
Démontrer que S, est engendré par Ty 3, T1 3,...,Tl n-
Correction V¥ [005354]

Exercice 3 ***[T
Démontrer que A, est engendré par les cycles de longueur 3 (pour n > 3).
Correction V¥ [005355]

Exercice 4 ***]
Démontrer que S, est engendré par ;5 etle cycle (23 ...n1).
Correction ¥ [005356]

Exercice 5 *#*]

Soit (G, x) un groupe. Montrer que (G, x) est isomorphe a un sous-groupe de (S(G), o) et que, en particulier,
tout groupe fini d’ordre n est isomorphe a un sous-groupe de S,, (théoréme de CAYLEY). (Indication : montrer
que pour chaque x de G, I’application y — xy est une permutation de G.)

Correction V¥ [005357]

Exercice 6 ***

Soit ¢ une permutation de {1,...,n} et k le nombre d’orbites de . Montrer que £(c) = (—1)"*.
Correction ¥ [005358]

Exercice 7 ***]
o étant une permutation de {1,...,n} donnée, on définit la matrice notée Py, carrée d’ordre n dont le terme ligne
i colonne j est 5,~,G( J) (ou §;, j est le symbdle de KRONECKER. On note G I’ensemble des P; ou o décrit S,,.

1. (a) o et o’ étant deux éléments de S, calculer Py X Pg.

(b) En déduire que (G, x ) est un sous-groupe de (GL,(R), x), isomorphe a (S,, o) (les matrices Py sont
appelées « matrices de permutation »).

2. (Une utilisation des Py) A étant une matrice carrée donnée, calculer AP; et P;A. Que constate-t-on ?
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Correction V [005359]

Exercice 8 ***]

Ay, Az,...,A, sont p matrices carrées d’ordre n, deux a deux distinctes et inversibles. On suppose que {A1,...,A p}
est stable pour x. Montrer que {Aj,...,A,} est un sous groupe de (GL,(R), x).

Correction V [005360]

Exercice 9 ***

Dans E = R", on considere 1’hyperplan H d’équation x; + ... +x, = 0 dans la base canonique (e;);<;<, de E.
Pour ¢ € S, donnée, on considére I’endomorphisme f de E défini par : Vi € E, fs(ei) = eg(i).

On pose alors p = % Y ses, Jo- Montrer que p est une projection dont on déterminera I’image et la direction.
Correction V [005361]




Correction de ’exercice 1 A

1. Les inversionsde o sont: 6 =(310712645128911).

{1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {2,7}, {2,8}, {2,10}, {2,11}, {3,4}, {3,5}, {3,6}, {3,7},
(3,8}, {6,7}, {6.8}, {9,10}, {9,11}, {9,12}.

Autotal,ily a2+ 8+5+243 = 20 inversions. ¢ est donc une permutation paire (de signature 1).
2. 711,1200=(310712645118912).

Puis, 79 110711200 = (31071264598 11 12).

Puis, T80T, 110 711,200 =(3871264591011 12).

Puis, T3 50 Tj080T9 1107111200 = (3571264891011 12).

Puis, 7740735071080 T9,11 0 Ti1,1200 = (3541267891011 12).

Puis, 752077407350 Ti080 10,110 T11,1200 = (3241567891011 12).

Puis, T1,407520774018507T10,8°79,11° 711,120 = (3 214567891011 12) =1T3.

Par suite,

O ="T11,12°79,11° 7108917850 T740T5207T1 4011 3.

3. 0(1)={1,3,4,7} = 0(3) = 0(4) = O(7), puis O(2) = {2, 5,8, 10} puis O(6) = {6} et O(9) = {9, 11,12} =
O(11) = O(12). o a 4 orbites, deux de cardinal 4, une de cardinal 3 et un singleton (correspondant & un
point fixe).

4. o est donc le produit commutatif des cycles c; = ( b3 47 ) ) = ( 2 ; 2 10 > et

37 7 4 10 8
(9 11 12
=Lz 9 11 )

On a cdl' = c‘2l =1Id et cg = Id. Or, 2005 = 4.1001 + 1. Donc, C%OOS = cl(cj‘)1001 = ¢, et de méme

C%OOS = ¢,. Puis, c§005 = (cg)“gq = ¢3. Puisque ¢y, ¢; et ¢c3 commutent,

02005 = (2005.2005.2005 — ¢ o3 =6 =(310712645128911).

Correction de I’exercice 2 A

(Sn,0) est engendré par les transpositions. Il suffit donc de montrer que pour 2 < i < j < n, la transposition 7; ;
est produit des 7y x, 2 < k < n.

Mais 71 ;071 jo 71; = (i1 j)(jil)(ilj) = (1lij) = 7; ;j ce qu’il fallait démontrer.

Correction de I’exercice 3 A

Les éléments de A, sont les produits pairs de transpositions. Il suffit donc de vérifier qu’un produit de deux
transpositions est un produit de cycles de longueur 3.

Soient i, j et k trois éléments deux a deux distincts de {1,...,n}. T o1 jestle 3-cycle:i— j j = kk—1i,ce
qui montre qu’un 3-cycle est pair et que le produit de deux transpositions dont les supports ont en commun un

singleton est un 3-cycle.

Le cas 7;jo 7 j = Id = (231)(312) est immédiat. Il reste a étudier le produit de deux transpositions a supports
disjoints.

Soient i, j, k et [ quatre éléments de deux a deux distincts de {1,...,n}.

Ti,jO Tk = (jikl)(ijlk) = (jilk) = (jkil)(ljik).

Donc, 7; j o 7 ; est un bien un produit de 3-cycles ce qui acheve la démonstration.




Correction de I’exercice 4 A

D’apres I’exercice 2, il suffit de montrer que pour 2 < i < n, T1; peut s’écrire en utilisant uniquement T = 7 »
etc=(23...n1).Onnote que ¢" =Id.

Tout d’abord, pour 1 <i<n—1,étudions 6 =clotoc
Soitk € {1,...,n}.

n—i+1

Tod M (k) £ k) < k) e {12 e ke {1, 2) e ke { (1), (2)}
ekefii+1}.

Donc, si k ¢ {i,i+ 1},

o(k) = ¢ (k) (Toc I K)) = ¢ (@ (k) = (k) = K,

etlarestrictionde o a {1,...,n}\ {i,i+ 1} est I'identité de cet ensemble. Comme & n’est pas I’identité puisque
o (i) # i, o est donc nécessairement la transposition 7; ;1.

On a montré que Vi € {1,....n— 1}, ¢ lTotoc" "l =1,;,,.

Vérifions maintenant que les 7y ; s’écrivent a I’aide des 7; ;1. D apres I’exercice 2, 7; j = 71 jo Ty ;0 Ty j, et donc
bien sir, plus généralement, 7; ; = Ty ; 0 Tt j © T ;.

Par suite, T1,; =7T120T,i0T12 puis, T;i=T30T3;0T3, puis, T3;=T340T4;0T34...00 Tj_2;="Tj—2;-10Tj—1,;0
Ti—2,i—1. Finalement,

T, =T120730...072;-1T;—1,i91—2,i—1°...0 73071 2,

ce qui acheve la démonstration.

Correction de I’exercice 5 A

Soit (G, x) un groupe. Pour x élément de G, on consideére f, : G — G . fy est une application de G vers
y = Xy
G et de plus, clairement fyo f,—1 = f,-1 0 fx = Idg. Donc, pour tout élément x de G, f, est une permutation de
G.
Soitalors ¢ : (G,x) — (Sg,0) . D’aprés ce qui précede, ¢ est une application. De plus, ¢ est de plus
x =
un morphisme de groupes. En effet, pour (x,x’,y) € G>,ona:

P((x)) () = frw (V) = 2xy = £(Fi() = feo fu () = (9(x) 0 (X)) (¥),
et donc V(x,x') € G?, o(xx') = @(x)op(x).
Enfin, @ est injectif car, pour x élément de G :
ox)=Ild=YyeG,xy=y=>xe=e=x=ce.

Donc, Kerp = {e}, et ¢ est injectif.
@ est ainsi un isomorphisme de groupes de (G, x) sur (f(G),o) qui est un sous groupe de (Sg,0). (G, x) est
bien isomorphe a un sous groupe de (Sg,©).

Correction de I’exercice 6 A

Montrons d’abord par récurrence sur [ > 2 que la signature d’un cycle de longueur [ est (—1)"~1.

C’est connu pour [/ = 2 (signature d’une transposition).

Soit [ > 2. Supposons que tout cycle de longueur / ait pour signature (—1)1*1. Soit ¢ un cycle de longueur [+ 1.
On note {x1,x2,...,x;41 } le support de ¢ et on suppose que, pour 1 < i<, ¢(x;) = xi11 et que c(x41) = x1.
Montrons alors que Ty, ,,,, o c est un cycle de longueur [. Ty, ., oc fixe déja x; 41 puis, si 1 <i<I—1, Ty, 4, ©
c(Xi) = Tey sy, (Xir1) = X1 (car x;p n’est ni xy, ni x741), etenfin 7y, ., 0c(x;) = Ty, v, (X141) = X1. Ty, x,,, OC
est donc bien un cycle de longueur /. Par hypothese de récurrence, 7,, ., © ¢ a pour signature (—1 )=! et donc,
¢ a pour signature (—1)(+1=1,



Montrons maintenant que si ¢ est une permutation quelconque de {1,...,n} ayant k orbites la signature de ¢
est (—1)"*,

Si o est I’identité, o a n orbites et le résultat est clair.

Si o n’est pas I’identité, on décompose ¢ en produit de cycles a supports disjoints.

Posons ¢ = cy...c, ou p désigne le nombre d’orbites de ¢ non réduites a un singleton et donc k — p est le
nombre de points fixes de ¢. Si /; est la longueur de ¢;, on adonc n =1, +...4+1,+ (k— p) ou encore n —k =
hi+..+l,—p

Mais alors,

e(0) =] Jee) = [J(-1)"" = (-1 = (-1

i=

._a
Il
—_

Correction de I’exercice 7 A

1. (a) Soient o et ¢’ deux éléments de S,. Soit (i, j) € {1,...,n}%. Le coefficient ligne i, colonne j de Py Py
vaut

Z ®)Ok.0'(j) = i.o(0'()))>

et est donc aussi le coefficient ligne i, colonne j de la matrice Ps.¢. Par suite,

V(G, G’) S (Sn)z, Ps X Pyt = Pgoqr.
(b) Soit o € S,,. D’apres a), PsPy-1 = Pyo5-1 = Pig = I, = P5-1P5. On en déduit que toute matrice Py
est inversible, d’inverse Py-1. Par suite, G C GL,(R) (et clairement, G # 0).
Soit alors (o,06”) € (S,)>.

PsP,' =PsPy1 =P, 1 €G.

(o) oo

On a montré que G est un sous-groupe de (GL,(R), x).

Soit @ : S, — G .D’apres a), ¢ est un morphisme de groupes. ¢ est clairement surjectif. 11
c — Ps
reste a vérifier que @ est injectif.

Soit o € §,,.

o € Kergp = Py =1, = V(i,j) € {1,....,n}?, i o(j) = Oij
:>Vl€ {1,...,”}, 61'70(1') = 1 :>VZ € {17...,1’1}, G(l) =
=o=1d.

Puisque le noyau du morphisme ¢ est réduit a {Id}, ¢ est injectif.
Ainsi, ¢ est un isomorphisme du groupe (S,,0) sur le groupe (G, x) et on a montré que (G, X) est
un sous-groupe de (GL,(R), x), isomorphe a (S,,0).

2. Soit (i, j) € {1,...,n}>. Le coefficient ligne i, colonne j de APy vaut :

Z ai kO o(j) = Gio(j)-
k=1

Ainsi, I’élément ligne i, colonne j, de AP5 est I’élément ligne i, colonne & (), de A, ou encore, si j est
un élément donné de {1,...,n}, la j-eéme colonne de AP est la 6(j)-eéme colonne de A. Ainsi, si on note
C1.....Cy les colonnes de A (et donc A = (Cy, ..., Cy)), alors APs = (Cg(1), ---;Co(n))- En clair, multiplier
A par Ps a droite a pour effet d’appliquer la permutation ¢ aux colonnes de A (puisque Py est inversible,
on retrouve le fait que permuter les colonnes de A ne modifie pas le rang de A).



De méme, le coefficient ligne i, colonne j, de P;A vaut

Y. St = Y 8o 1) 4. = Ao ()
k=1 k=1

(on a utilisé o (k) =i < k= o~!(i)) et multiplier A par P5 & gauche a pour effet d’appliquer la permu-
tation 6! aux lignes de A.

Correction de ’exercice 8 A

G ={Aj,...,A,} est déja une partie non vide de GL,(R), stable pour x. Il reste a vérifier que G est stable pour

le passage a I’inverse.

Soienti € {1,...,n},puis @ : G — G .Puisque G est stable pour le produit, ¢; est une application de
A — AA

G dans G.
Montrons que ¢; est injective. Soit (A,B) € G.

@A) =¢i(B) = AA=AB=A'AA=A'AB=A=B.

Donc, ¢; est une application injective de 1’ensemble fini G dans lui-méme. On sait alors que ¢; est une permu-
tation de G.

Par @;, A; a un antécédent A dans G. A;A = A; fournit A 1Al-A = Ai_lA,- puis A =1 € G. Ainsi, G contient
la matrice /. Ensuite, / a un antécédent par ¢; dans G. Donc, il existe B € G telle que A;B = I. Mais alors
A;'=BeG.

G est bien stable pour le passage a I’inverse et est donc un sous-groupe de (GL,(R), x).

Correction de I’exercice 9 A

Pour (x1,...,x,) € E, on pose ¢((xy,...,X,)) = x| + ... + X,. ¢ est une forme linéaire non nulle sur E et H est le
noyau de ¢. H est donc bien un hyperplan de E.

Il est clair que, pour (6,6") € S2, f50 for = fooor- (L(E),+,.) est un espace vectoriel et donc, p est bien un
endomorphisme de E.

2
1
P2:n!2<2f0> :( Z foofo-

CES, s /)E(S,,)z

Mais, (S,,0) est un groupe fini. Par suite, I’application S, — S, ,injective (méme démarche que dans
6 — 000

I’exercice 8), est une permutation de S,. On en déduit que, pour 6’ donnée, Yoc s, foos' = Yoe s, fo. Ainsi, en

posant g = n!p.

1 1 1
Pr=—5 Y (Y for) =5 Y 4= —5nlg=—q=p.

* o'eS, oS, * oles,

p est donc une projection. Déterminons alors 1’image et le noyau de p. Soiti € {1,...,n}.

p(ei) :% Z fc(ei) :% Z €s(i)-

toes, *o0ES,

Maintenant, il y a (bien sfir) autant de permuations o telles que o (i) = 1, que de permutations o telles que
(i) =2,... ou de permutations o telles que o(i) = n, & savoir 2 = (n—1)!. Donc,

VIE {1,...71’1}7 p(e,-) = E; gek: E ;ek.

Posons u = %ZZ:] ex. D apres ce qui précede,



Imp = Vect(p(ey),...,p(en)) = Vect(u).
Ensuite, si x = x1e1 + ... + x,e;, est un élément de E,

p(x)=0+ Zxkp(ek)ZO@(Zxk)u:0<:> Zxk:0<:>x€H.
k=1 k=1 k=1

Ainsi, p est la projection sur Vect(u) parallelement a H.




