
 صلية  و سابة الكابل الأ الدوال

Fonctions primitives et Calcul intégral 
 الأسئلة مختلف عن الإجابة طرائق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تاريخ:

عتمد أن المصرٌٌن كذلن استعملوه. لكن أول ٌعتمد البعض أن الرومان هم أول من استعملوا علم التكامل و البعض ٌ

فً المرن السابع عشر المٌلادي. أما  Leibnizو لٌبنتز  Newtonمن وضع أساسٌات هذا العلم هما العالمان نٌوتن 

مفهوم الدوال الأصلٌة فهو مرتبط أساسا بالتكامل لأن حساب التكامل لدالة متصلة ٌتطلب معرفة دالة أصلٌة لها و كذا 

الذي  Cauchyدالة أصلٌة لدالة متصلة ٌأتً باستعمال التكامل، و ٌرجع الفضل الكبٌر للعالم الفرنسً كوشً تحدٌد 

عرف التكامل   والدوال الأصلٌة بشكل جدي لأول مرة فً المرن التاسع العشر المٌلادي، و لد برهن على المبرهنة 

على أعمال كوشً لٌعممها على دوال أخرى، و  Riemanالأساسٌة لحساب التكامل. و اشتغل العالم الألمانً راٌمان 

 أعمال راٌمان. Lebesgueفً المرن العشرٌن عمم العالم الفرنسً لوبٌغ 

 

 :ستعمالا

ٌستعمل التكامل أساسا فً حساب المساحات و الحجوم و خاصة تلن الأشكال الهندسٌة غٌر المنتظمة، و التً ٌصعب 

 ب التكاملً ٌستعمل مثلا فً:حسابها بالطرق المعروفة. فالحسا

حساب مساحة مسبح غرٌب الشكل أو ملعب عملاق لكرة المدم أو بناٌة شاهمة و ذلن من أجل تحدٌد -

الخامات اللازمة لتصمٌمها و كٌفٌة بناءها و إتمام بناء المنحنٌات و المنحدرات المعمدة لتبدو هذه الأشكال 

 فً النهاٌة غاٌة فً الروعة و الإبداع.

مركز كتلة سٌارة معٌنة و ثملها و محورها المركزي لتحدٌد عوامل الأمن و السلامة على مختلف  تحدٌد-

 الطرق.

 تصمٌم الأشكال ثلاثٌة الأبعاد.-

 الفٌزٌاء و الطب و البٌولوجٌا و الكٌمٌاء و الفلن و غٌرها..-

لمذٌفة معٌنة و فً مجالات أخرى،      أما الدوال الأصلٌة فهً تستعمل مثلا فً المٌكانٌن عندما نبحث عن معادلة زمنٌة

و على العموم فلها أهمٌة و استعمال بالغٌن لارتباطها الوثٌك بالاشتماق و التكامل. لحساب مساحة معٌنة نستعمل 

 التكامل و لحساب التكامل نستعمل الدوال الأصلٌة.



 

 

 

 

 

 

 

 

 -Iالأصلية الودال 

 ؟   مجال عهي   ندانت أصهيت دانت هي   دانت أن نبين كيف .1

 طريقة

   لابلة للاشتماق على نبٌن أن  -

 من لكل  نبٌن أن  -

 .على لة أصلٌة للدالة دا نستنتج أن  -

 ؟   مجال عهي أصهيت الاود تقبم   دانت أن نبين كيف .2

 طريقة

  ة علىمتصل نبٌن أن الدالة  -

 .تمبل دوالا أصلٌة على المجال نستنتج أن الدالة  -
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:نظرة  

 على مجال  دالة أصلٌة لدالة  لتحدٌد  ٌعُتمد فً تحدٌد دالة أصلٌة لدالة متصلة على الاشتماق بالأساس،

عن دالة أصلٌة لٌس بالأمر السهل على  . البحثمن  لكل  على شكل  نحاول كتابة 

 . حتى الوصول إلى  العموم، لذا ٌجب التعامل الجٌد مع تعبٌر 

أما فً الحساب التكامل فنمتصر على طرٌمتً الدوال الأصلٌة و المكاملة بالأجزاء، لذا وجب الاهتمام بشكل حازم 

 لمشتمات و جدول الدوال الأصلٌة.بجدول ا

نطبك حساب التكامل على حساب مساحة الحٌز المحصور بٌن منحنى دالة و محور الأفاصٌل أو مستمٌم آخر و 

ر الأفاصٌل ، و كذلن على حجم مجسّم دوران منحنى دالة حول محوو  المستمٌمٌن اللذٌن معادلتاهما 

 .دورة كاملة على مجال 



 ؟   مجال عهي   ندانت أصهيت دانت نحدد كيف .3

 طريقة

   تمبل دالة أصلٌة على نتأكد أن  -

عبارة عن مشتمة دالة اعتٌادٌة أو مشتمة لمجموع دوال اعتٌادٌة، نحدد مباشرة دالة أصلٌة  ت الدالة إذا كان -

 باستعمال الجدول التالً:  للدالة 

 

معرفة ب  الدالة 

  

 ،لدالة دالة أصلية ل   
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خارج دوال أو مشتمة لٌست مشتمة دالة اعتٌادٌة، أي عبارة عن مشتمة لمجموع أو لجداء أو ل إذا كانت الدالة  -

 لجذر من رتبة.

 :دالتٌن لابلتٌن للاشتماق على و  مع  نستعمل الجدول التالً  -

معرفة ب  ، لدالة الة أصلية لد  معرفة ب  الدالة 
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 طها.بسثم ن نموم بصٌاغة الدالة  -

مثال 

 : فً الحالات التالٌة  على المجال  الة حدد دالة أصلٌة للد   

  و   -1

 و   -2

 

جواب           

  

 .، فهً تمبل دالة أصلٌة على متصلة على المجال  لدٌنا الدالة  -1

 .على  دالة أصلٌة للدالة  لتكن 

 .من لٌكن 

  لدٌنا : 

  إذن 

 .، فهً تمبل دالة أصلٌة على متصلة على المجال  لدٌنا الدالة  -2

u

u

2 u0u 

2

u

u

u0u 

²

v

v


1

v

0v 

uu eue

u

u

 ln u0u 

²

u v uv

v

 u

v

0v 

nu u0 u  *  \ 1n 

ru u11

1

ru
r





0u  *  \ 1r Q 

nu u 
1

1

n
nn

u
n





0u 

 cos ax b
 

1
sin ax b

a


0a 

 sin ax b
 

1
cos ax b

a
 

0a 

F

fI

 
1

x

x

e
f x

e



I IR

 
2

3 1

x
f x

x



 0,I  

fII

FfI

xI

 
 1

1 1

xx

x x

ee
f x

e e




 
 

   ln 1xF x e 

fII



 . علىدالة أصلٌة للدالة   لتكن 

 .من لٌكن 

  لدٌنا : 

 .إذن 

 ؟   مجال عهي   ندانت الأصهيت اندوال نحدد كيف .4

 طريقة

   على للدالة  دالة أصلٌة  نحدد  -

  . على هً الدوال الأصلٌة للدالة  ،من   حٌث ،نستنتج أن الدوال   -

مثال 

  بما ٌلً :  المعرفة على المجال  الة نعتبر الد            

 .من  لكل  بحٌث  من  و  حدد  -1

 . على المجال حدد الدوال الأصلٌة للدالة  -2

 جواب               

 .من   كنلٌ -1

  لدٌنا                                  

                                                   

                                                    

  إذن                                          
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  و                                                    

   و                                                    

                    و                                                    

                                               و                                                      

  و منه                               

  على دالة أصلٌة للدالة  لتكن  -2

 .من   كنلٌ                               

  لدٌنا                                 

  إذن                              

 المعرفة على هً الدوال  على المجال  الة دوال الأصلٌة للدو بالتالً فإن ال                           

                    . من حٌث  بما ٌلً:                                   

 انتي   مجال عهي   ندانت انوحيدة الأصهيت اندانت   ددنح كيف .5

 تحقق 0 0x F y؟ 

 طريقة

  علىالصٌغة العامة للدوال الأصلٌة للدالة  نحدد  -

 ه الدالة الأصلٌة المراد تحدٌدهاباستعمال الشرط البدئً الذي تحمم  نحدد العدد الحمٌمً  -

 هو العدد الحمٌمً المحدد سابما. حٌث  وبة نستنتج الدالة الأصلٌة المطل -

 

6

6

x ax a b

x ax a b

    

    

6a b 1 a 

1 6b 1 a 

1 6 b 1 a 

5b  1 a 

 
 

2

1 5

1 1
f x

x x
 

 

Ff 1,

x 1,

 
   

 
2

1 5 1

1 1

x x
f x

x x

  
 

 

   
5

ln 1
1

F x x
x

  


f 1,F

 1,   
5

ln 1
1

F x x
x

    


αIR

F kfI

k

F kk



-II الحساب التكاملي 

) انتكامم نحسب كيف .1 )
b

a
f x dx ؟ 

 طريقة

)لبل حساب التكامل  - )
b

a
f x dx نتأكد أن الدالة ،f متصلة على المجال  ,a b 

لدٌنا  -       '
b b

a a
f x dx F x dx F b F a     حٌثF  دالة أصلٌة للدالةf على المجال  ,a b 

 نستعمل الخاصٌات التالٌة: -

-      
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx     

-    
b b

a a
kf x dx k f x dx   

-    
b a

a b
f x dx f x dx   

-       ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx     

 ملاحظات

على المجال  f، ٌمكن اختٌار أي دالة أصلٌة للدالة Fبخصوص  - ,a b.سنحصل على نفس النتٌجة ، 

عملٌا نستعمل المعموفات فً الحساب كالتالً:   -       
b b

aa
f x dx F x F b F a    . 

 ملٌا أكثر:ع -   
b a

a b
F x F x       . 

مثال 

احسب التكاملات التالٌة :             
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نذكر أن:  ln 1 0  و ln 1e    و   
1

ln ln
2

a a  0لكلa . 

 انتكامم إشارة نحدد كيف .2 
b

a
f x dx؟ 

 طريقة

متصلة و موجبة على  fإذا كانت  - ,a bفإن ،  0
b

a
f x dx . 

متصلة و سالبة على  fإذا كانت  - ,a b فإن ،  0
b

a
f x dx . 

 انتكامم نؤطر كيف .3 
b

a
f x dx؟ 

 طريقة

h دوال متصلة و كان hو  gو  f إذا كانت - f g  ى  عل ,a b  

فإن  -     
b b b

a a a
h x dx f x dx g x dx   .  



 انتكامم نحسب كيف .4 
b

a
f x dx بالأجزاء؟ المكامهت باستعمال 

 طريقة

 على المجال fنتأكد فً البداٌة أنه لٌس من السهل تحدٌد دالة أصلٌة للدالة  - ,a b  

نضع  -     f x u v xx   لكلx من  ,a b 

نستعمل المتساوٌة التالٌة:  -           
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx    . 

مثال 

:  ةالتالٌ تالتكاملا باستعمال المكاملة بالأجزاءاحسب              
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 دالتان متصلتان و لابلتان للاشتماق على المجال vو  uحٌث   0,1  

إذن                           
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و منه                                         
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 دالتان متصلتان و لابلتان للاشتماق على المجال vو  uحٌث   1,e. 
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 دالتان متصلتان و لابلتان للاشتماق على المجال vو  uحٌث   0,1  

إذن                           
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            و منه                      
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 لنحسب التكامل                  
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 دالتان متصلتان و لابلتان للاشتماق على المجال vو  uحٌث   0,1 

إذن                           
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و منه                                  
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و بالتالً                      
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0 0
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                                           2e   

نذكر أن الدالة            lnx x x x   هً دالة أصلٌة للدالة lnx x على المجال  0,  

xxو الدالة  e  هً دالة أصلٌة للدالةxx e على IR. 



               

  f دانت منحنى بين المحصور المستوى حيز مساحت نحسب كيف .5

x المستقيمين و مالأفاصي محور و a و  x b ؟ 

iوحدة لٌاس المساحة هً:  j    

 طريقة

متصلة و موجبة على  fإذا كانت  - ,a bفإن ،  
b

a
f x dx     

 متصلة و سالبة على fإذا كانت  - ,a b فإن ، 
b

a
f x dx    

مثال 

المعرفة على fالة نعتبر الد                 0, : ًبما ٌل   2

1 2ln
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x
f x

x x
  . 

فً معلم متعامد ممنظم  f المنحنى الممثل للدالة Cن لٌك               , ,O i j الوحدة( : 1cm). 

              بٌن أن  -1
1

2ln
1

e x
dx

x
    

علما أن  -2  0f x   لكلx  من 1,e 2، أحسب، بcm مساحة الحٌز المستوى المحصور بٌن ، 

1xو محور الأفاصٌل و المستمٌمٌن اللذٌن معادلتاهما  Cالمنحنى                       وx e. 

جواب             

                           لدٌنا -1 
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و محور الأفاصٌل و المستمٌمٌن  Cمساحة الحٌز المستوى المحصور بٌن المنحنى  لتكن  -2

1xاللذٌن معادلتاهما   وx e. 
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 ملاحظات

- f   موجبة على ,a b تعنً أن ،C ٌوجد فوق محور الأفاصٌل على المجال ,a b. 

- f   سالبة على ,a b تعنً أن ،C ٌوجد تحت محور الأفاصٌل على المجال ,a b. 

 لا ننسى أن نضرب التكامل فً وحدة لٌاس المساحة، و ننتبه للوحدة كم تساوي. -

 f دانتين منحنيي بين المحصور المستوى حيز مساحت  نحسب كيف .6

x المستقيمين وg و a و  x b؟ 

 طريقة

متصلتٌن على  gو  fإذا كانت   - ,a b  و   f x g x  لكلx من  ,a b،                            

 فإن   
b

a
f x g x dx      

متصلتٌن على  gو  fإذا كانت  - ,a b  و   f x g x  لكلx  من ,a b،                            

 فإن   
b

a
g x f x dx    

  

 عهيf دانت منحنى رانبدو الموند المجسم حجم  نحسب كيف .7

 مجال عهي كامهت دورة الأفاصيم محور ,a b ؟ 

 طريقة

iوحدة لٌاس الحجوم هً:  - j k     

متصلة على  fإذا كانت  - ,a b فإن ،  
2b

a
f x dx    

مثال 



المعرفة على  fالة نعتبر الد                0, : ًبما ٌل   lnf x x  

 مد ممنظمفً معلم متعا f المنحنى الممثل للدالة Cلٌكن               , ,O i j الوحدة( : 1cm ). 

 على محور الأفاصٌل دورة كاملة على  Cالمنحنى حجم المجسم المولد بدوران ، 3cmاحسب، ب              

 المجال               1,e  

جواب 
 

 على محور الأفاصٌل دورة كاملة على المجال Cالمنحنى حجم المجسم المولد بدوران  لٌكن          

         1,e. 

إذن                 
1

2e

f x dx i j k     

                                         
2 3

1
ln  

e

x dxcm   

                                       
2

3

1
ln  

e

x dxcm   

 لنحسب التكامل          
2

1
ln  

e

x dx. 
        

نضع                      
 

 

ln

ln

u x

v

x

x x









 دالتان متصلتان و لابلتان للاشتماق على المجال vو  uحٌث   1,e. 

إذن                       

   

 
1

'

u x xln x x

v x
x

  






     

                    و منه                                    
2

11 1
ln

e ee

x dx u x v x u x v x dx       

                                        
1 1

1
ln ln ln

ee

x x x x x x x dx
x

         

                                                     
1

ln ln ln 1
e

e e e e x dx     

                                                                
1

ln
e

e e x x x x        

                                                                              ln 2 2e e e     

                                                                                            2e     

                                                                                             2e   



       و بالتالً                       
2

3

1
 

e

lnx dxcm   

                                              32e cm   

 

 :1خطأ 

 .fاتصال ومجال اتصال الدالة التلمٌذ لا ٌذكر ، fتحدٌد دالة أو دوالا أصلٌة لدالة عند 

 :2خطأ 

   ، ٌخلط التلمٌذ بٌن المشتمة والدالة الأصلٌة.fتحدٌد دالة أو دوالا أصلٌة لدالة عند 

 :3خطأ 

معرفة بما ٌلً  دالة f إذا كانت     f x u x v x ، العدٌد من التلامٌذ أن دالة أصلٌة ل ٌكتبf  ًهF  بحٌث

     F x U x V x  معU  دالة أصلٌة للدالةu وV أصلٌة للدالة  دالةv.   

 :4خطأ 

iوهً  ضرب المساحة فً وحدة لٌاس المساحاتٌنسى التلمٌذ ، مساحة بالتكاملحساب الفً  j. 

 :5خطأ 

أن ٌكتب: التلمٌذ بعٌن الاعتبار المٌمة المطلمة لما داخل التكامل، ٌجب لا ٌأخذ ، فً حساب المساحة بالتكامل

 
b

a
f x dx i j  ثم ٌدرس إشارة f x  على ,a b  أو   

b

a
f x g x dx i j   ثم ندرس إشارة

الفرق    f x g x  على ,a b. 

 :6خطأ 

iلمٌذ ضرب الحجم فً وحدة لٌاس الحجوم وهً ، ٌنسى التفً حساب الحجم بالتكامل j k . 

 

 

 

 أخطاء معتادة



 

 المناسب رد الفعل الوضعية
تكامل لساب الح .1 

b

a
f x dx  :نستعمل دالة أصلٌة للدالة  - فً هذا الترتٌبf  من خلال جدول

فً حالة إذا كانت الدالة  نستعمل مكاملة بالأجزاء - الدوال الأصلٌة
  الأصلٌة غٌر مباشرة

لتكامل ساب الح .2    ln
b

a
P x u x dx 

حٌث  P x حدودٌة   

نستعمل مكاملة بالأجزاء باشتماق الدالة المعرفة ب 

  ln u x  

لتكامل ساب الح .3   b u x

a
P x e dx  حٌث

 P x حدودٌة 
نستعمل مكاملة بالأجزاء باشتماق الدالة المعرفة ب P x  

تحدٌد مساحة الحٌز المطلوبة، إذا كان الحٌز  - فً هذا الترتٌب:  2cmمساحة بحساب ل .4

محصورا بٌن  fC  ومحور الأفاصٌل

xالمستمٌمٌن و a  وx b  نستعمل التكامل

 
b

a
f x dx  وإذا كان محصورا بٌن

 fC  والمستمٌم ذو المعادلةy ax b   

xوالمستمٌمٌن  a  وx b  نستعمل التكامل

   
b

a
f x ax b dx    

 نضرب هذا التكامل فً وحدة لٌاس المساحات -

 

 

 

و صف ه  لنابزمة، م  زلل يحيل بد  نا  ن  سلم  نس  غم  هورغ للاسل   بديزاله  لا

 و ط بدع  من نصم  لنيترلضع لا يايحي.في هزكل جلي  ختي  

  داروين العالم البيولوجي:                                             

 ردود أفعال



 
                                                    

                                                                            


