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Exercice 1

1. (a)

(b)

(©)

Soit A = (Ccl Z) avec (a,b,c,d) € R*
Si A € & alors ad — bc = 0 donc A non inversible (question de cours)
Considérons la matrice M = (_11 _11> En posanta = 1,b=1,c = —1,d = —1, nous avons

at+d=0etad —bc=0doncM & &

Il en va de méme pour la matrice N = G : i) .

L’énoncé nous suggere implicitement d’utiliser les matrices N et M de la question précédente
afin de répondre a la question

M+N = ((2) _02).OnconstatequeZ*(—2)+O*0=—4et —4#0doncM+N ¢ &
A 2 =2
DememeMN:(_2 2).Ona2—|—2:4et47§0doncMN¢(§’

Donc somme et produit de deux éléments de & ne sont pas nécessairement des éléments de &

2
() A= (Z‘ Z) alors A2 = (“ +bc ab+bd).OrAE(E’doncbc:adeta—f—d:Od’oh

2. (a)

(b)

ac+dc cb+d*

o= (G )= (00 )= (6 9)

0 0 0 0 00
: . n__ A2pAn—2 _ n—-2 __ n__
Soit n > 2 un entier alors A" = A“A = (0 0) A = (0 0) Donc Vn > 2, A" = <O 0>

Le déterminant de A est 1 %5 —2x%(—2) =9 et 9 # 0 donc A est inversible

K= (:; ;) Onabien2+(—2)=0et —2%2—(—2)*2=—-44+4=0donc K € &



(©

3. (a)

(b)

(©

4, (a)

(b)

OnaA®=TpuisA=K+3I
Soit n > 2, comme K et 3/ commutent puisque / commute avec toute matrice, on peut calculer

n
A" grice 2 la formule du bindme de Newton : A" = ¥ (})K*(3)"*/"*

Mais, on sait que K € & donc Vk > 2, Kk=0 (ou O est la matrice nulle).
1
Donc, en reprenant la formule du bindme : A" = ¥ () K*(3)"*/"* =31+ 3"~ 'nk
k=0
On remarque que ce résultat reste vrai si n = 1 puisque A = 1.3°. K +311
—23"h43" 23" Ip
—23" 1l 237 Ip4 30

Cherchons s’il existe deux réels o et 8 tels que A + A +BI =0

) . e =3 12 a 2o B 0y (0O
Cesreelsdowentverlﬁer.(_12 21)+<—2a 505)+<0 B>_<O 0)

On obtient un systeme a 4 équations et 2 inconnues :

Donc pour n € N* ona A" = (

o+p=3

200 =—12

20 =12

S50+ p =-21
Ce systeme admet comme solution unique @ = —6 et f =9.

On a donc A% — 64 + 91 = O donc A% — 6A = —9I donc A(—§(A—6I)) = (—§(A—6I)A =1

A est donc inversible et A~ = —%A + %I

On remplace A par K + 3/ dans I’expression précédente et on obtient A~! = —%(K +3I)+ %I =
1 1

2l — K

3 9

Sin > 2 on peut encore utiliser la formule du bindme pour calculer (A~!)" :

1
(A= kEO (%) (_19)_kKk 3n1—k1n7k = ml+ (—1_9)3%1’”( =(3) "I~ K =3"" — 5K =

=371 —(3)""lnk

Posons n’ = —n. n’ est un entier négatif et nous avons donc (A~1)? = A" =A" =3"[4+3"~1y/K
On constate que cette formule reste vraie quand n’ = —1 et comme lorsque n décrit I’ensemble
des entiers positifs, n’ décrit I’ensemble des entiers négatifs, la formule trouvée en 2)c) demeure
vraie sur Z (enn =0, on a A® =)

Le polyndme X2 — 6X +9 est annulateur pour A (question 3) a)) or X> —6X +9 = (X —3)? donc
3 est la seule racine. On sait que les valeurs propres sont incluses dans 1’ensemble des racines
d’un polyndme annulateur donc 3 est la seule valeur propre possible de A.

Pour vérifier que 3 est bien valeur propre, on doit résoudre le systeme AX = 3X (ou X € .#>1(R))
et montrer que I’ensemble des solutions ne se réduit pas au vecteur nul. On constate que AX =
3X & KX = (8)

Poson t\m'_22 )~ (0
osons ce systeme : | 5, y) = \o

Il se ramene a la seule équation —2x+2y =0soitx =y



Les solutions de ce systeme sont donc les vecteurs o G) avec o € R soit Vect( (i) ). 3 estdonc

bien valeur propre.

Exercice 2

1. (a)
(b)

(©)

2. (a)

(b)

()

(d)

(e

2
Io—ffdf 5l=%-1

Soit n € N, sur I'intervalle [1,e] 1a fonction # — #(Int)" est continue comme produit de fonctions
continues et a valeurs positives. Donc par positivité croissance de I’intégrale 1,, > 0

La suite (I,),en est minorée par O puisque Vn € N; I, > 0
e e

Soit n € N, I,y — I, = [t((Int)""! — (Int)")dt = [t(Int)"(Int — 1)dt Or sur Iintervalle [1,e]
1 1

la fonction ¢ — ¢(Int)" (Int — 1) est continue comme somme et produit de fonctions continues.
D’autre part : Vr € [1,e] onalnt < 1 donc t(Int)"(Int — 1) <0 et par intégration de cette inégalité
entre 1 et e, les bornes étant dans 1’ordre croissant on a donc [,,1.1 —I,, < 0 donc la suite est
décroissante.
(I)nen est décroissante et minorée par 0 donc par le théoréme de la limite monotone, elle est
convergente.

fn est bien dérivable sur [1,e] en tant que composée (puissance) d’une fonction dérivable (In) et
Vi € [1,e], fit) = (n+ 1)L

Partons de [, 1| = ft(lnt)”“a’t
1

On pose u(t) = (Int)"*! donc u'(t) = (n+1) (l"tt)n
2

On pose V() =1 donc v(r) =5

Les fonctions u et v sont C! donc I’IPP est licite et :

L1 = [(lm)"+1] —(n+1) f (lnt)"dt

Doul, ;1 =%—(n+ 1)1” donc 21,1 + (n+1)I, = &>

On applique la formule précédente avec n =0

Ona:2l +1Iy=e? orl():ezz_1 —ezjl

Iny1 <I,donc2l, |+ (n+ DI, <2+ (n+ 1)1, donc 2+ (n+ 1), <I,(n+3)

Or 21,11 + (n+1)I, = €* donc € < (n+3)I, d’ou -5 <,

De meme ona?2l i+ (n+ 1), > (n+3)1 d ot e? > (n+3)I,,1 donc % > I, soit

> Iy

(n+1)+2 +1)+2
Or cette relation est vraie pour tout entier donc elle est aussi vraie pour n et —2 > 1,

2
lim 45 = lim %% =0 donc par encadrement lim [, =0
n—r+oo n+2 n—+oo 'H'?’ p n—y+oo "

I’l€2

3= = ¢ et comme > ne

. 2
De méme lim e = lim
n—soo n—roo !
2

w3 = =e* <unl, < ”62 alors par encadrement

Iim nl,=e
n—y+oo



(f) I=1/2%(e*— 1) (valeur initiale c’est a dire Io)
I=e>—1/2x(n+1)*I (relation de récurrence entre un terme et le précédent)

3.(a) Soitn e N2[,,11 > m d’apres 2)d) appliquée a n+ 1.
Donc 21,14r 1+, >e (n Tt +3) et en réduisant au méme dénominateur on obtient 27, | +1,, >
(3n410)e2
(n+3)(n+4)

On obtient I’autre inégalité de la méme maniere en utilisant 2/, | < i ) 5> d’apres 2)d)

(b) Soitn €N, e —nl, = 21,1+ 1, en utilisant (*)

. (3n+10)¢? 2 (3n+7)e?
Donc on a: np=msmios < n(e” —nln) < npmysisy
Comme lim n, 3502 _ Gn 10 _ 3,2

e PO T ) B B REC) [ ER) B

alors par encadrement hrE n(e? —nl,) = 3¢
n— o0

4. Vn € Non pose P(n) : I, = M(& f (=2 _ 1)

+1 k!
2 k=0
o 21 (=%, 2 & (=2t
Initialisation : Iy = % = (20110 G ( kv) —1)
k=0

Donc P(0) est vraie. La récurrence est initialisée.
Hérédité : on suppose qu’il existe n € N tel que P(n) soit vraie montrons que P(n+ 1) est vraie.
On sait que [, = 3(e? — (n+1)1,)

Or P(n) est vraie donc I, = (e —(n+ 1)( 1)n! (2 f (=2 1))

2nH = E
D’Ol\llnH:%—%( )i: )
Ona—(—1)" = (=1)"*!donc I,;; = 5 + %W(ezéo (,kz;)k 1
D'autre part & = ¢ 1 “@?Sﬁl
Dol Iy41 = (—1);#< znil 1

Donc P(n+ 1) est vraie
Conclusion : par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n

Exercice 3

1. (a) L’urne contient initialement 1 rouge. Si on tire la rouge, on la remet dans I’urne et on rajoute
une rouge donc I’urne contient alors 2 rouges apres la premiere expérience. Si on tire la blanche,
on la remet dans I’urne et on ajoute une blanche donc I’urne contient toujours une rouge. Donc

X1 (Q) = {1’2}

(b) Dans cette situation, les tirages (soit rouge, soit blanche) sont équiprobables de probabilité %
dOIlCP(X1=1>=P(Bl) 26tP(X1 2)=P(R1)=
X étant a support fini admet une espérance et E(X;) = 1.P(X; =1)+2.P(X; =2) =3

4



(©

(d)

2. (a)

(b)

3. (a)

(b)

La formule de Koenig-Huygens donne V (X;) = E((X1)?) — E(X1)?
Par le théoréme de transfert : E((X1)?) = 1.P(X; = 1) +4.P(X; =2) =3

Donc V(X)) =3—-5=1
X>(Q) ={1,2, 3} car on peut tirer 2 blanches et donc n’avoir toujours qu’une rouge apres les 2

tirages et les remises ou alors tirer une blanche une rouge et donc avoir 2 rouges ou alors tirer 2
rouges donc en remettre une apres le premier tirage dans 1’urne puis en remettre une autre apres
le 2e tirage donc en avoir 3 dans 1’'urne apres I’expérience.

(X, = 1) = B[ B; (tirer 2 blanches)
(X2 = 3) = R R, (tirer 2 rouges)
(X =2) = (B1NR2) U(R1NB2) (deux tirages possibles amenant une rouge et une blanche)

Pour calculer les probabilités définissant la loi de X, on utilise la formule des probabilités condi-
tionnelles car le contenu de I’urne est modifié a chaque tirage.

P(By) #0donc P(X, = 1) = P(B|)Ps,(B) = 3 x3 =1
De méme P(R;) # 0 donc P(X; =3) = (RI)PR1 (Ry) =
EtP(X,=2)=1-P(X;=1)—P(X; =3) =}

Onadonc P(X, =1)=P(X, =2) =
Dol E(Xy) =2etV(X) =251 =2
X1 /X [ Xo—=1]X =2 X, =3
X, =1] 2
X1=2 0

*

P(X, =3) = 1 donc X; suit bien une loi uniforme discréte.

[\

W= ] —

cov(X1,X2) = E(X1X2) — E(X1)E(X2)

E(XiX)=1.1.2+12 +0+0+221 4232 =2
E(XI)E(X2) =3dou COV(XI,Xz) @ — % — 1?
Comme cov(X1,X5) # 0 les 2 Varlables ne sont pas indépendantes.

n
(X, = 1) = N B; (on ne tire jamais de boule rouge)
i=1

On utilise la formule des probabilités composées pour calculer P(X,, = 1)
Comme on a P( ﬂ B;) #0

On peut écrire P(X = 1) P(BI)PBI (BZ)PBl NB (33)---PBI NN Bn_i (Bn)
Dou P(X, =1) =
simplifient 2 a 2 et

% % -7 buisqu’a chaque tirage on rajoute une blanche. Les fractions se

1
2
ilreste P(X, = 1) =

n+1

(Xy=n+1)= .ﬂ R; (on tire toujours une rouge)

On utilise la folr:rrllule des probabilités composées pour calculer P(X,, = n+ 1) Comme on a
P (rﬁl R;) #0

P(Xy =n+1) = P(R1)Pr,(R2)Pg, R, (R3) .. PR, ..AR,_, (Rn)

DouP(X,=n+1)= %%?—l# puisqu’a chaque tirage on rajoute une rouge et donc

PXy=n+1)=4



4. (a) Si X;, = k— 1 est réalisé alors 1’urne, avant le n + 1 eme tirage contient n + 2 boules dont
k — 1 rouges donc la probabilité de tirer une rouge et par la-méme de réaliser (X, = k) est
P, 1)(Xng1 =k) =23
De méme si X, = k est réalisé alors I’urne contient avant le n+ 1 eme tirage n + 2 boules dont k
rouges et donc n+ 2 — k blanches. Réaliser X,,;; = k dans ces conditions c’est tirer une blanche
d’ou P(X,,:k) (Xn+1 = k) = n;ﬁ_gk

(b) (X, =k—1) et (X, = k) constituent un systeéme complet d’événements vis a vis du n+ 1 &éme
tirage donc la formule des probabilités totales permet d’écrire :
P(Xpi1 = k) = Py, =) (Xnt1 = k).P(Xy = k) + P, 1) (Xn1 = k).P(Xp = k—1)
Dol P(X,41 = k) = “2KP(X, = k) + 55 P(X, =k — 1)

(c) Vn € N* on se donne P(n) : X, suit la loi uniforme sur [1,n+ 1]

Initialisation : X; suit une loi uniforme sur [1,2] donc P(1) vraie

Hérédité : on suppose qu’il existe n € N* tel que P(n) vraie.
X, 11(Q)=[1,n+2]
OnaP(X,;; =1)=P(X,,1 =n+2) = (on applique la réponse a la question 3)b) a n + 1

n+2
Soit maintenant k € [2,n], on a P(X,, 1| = k) = %*—_%EI‘P(Xn =k) %P(Xn =k—1)
Mais P(X, = k) = Fll car par hypothese de récurrence X,, suit une loi uniforme sur [1,n+ 1] et
de méme P(X, =k—1) = Fll

Done P(Xyi1 = k) = 55 (37 +071) = iaenit = i
Donc Vk € [1,n+2] ona P(X,+1 = k) = nJ%z donc X, suit une loi uniforme sur [1,n+ 2] et
P(n+1) est vraie
Conclusion : par le principe de récurrence, X, suit une loi uniforme sur [1,n+ 1]
5. then r = r+ 1 on tire une rouge et on en rajoute une
else b = b+ 1 on tire une blanche et on en rajoute une
x = r (on affecte la valeur du nombre de rouges apres n tirages)

6. (a) Le probleme est symétrique que I’on considere les tirages de rouges ou les tirages de blanches
et comme au départ on a autant de rouges que de blanches et la probabilité sur Q est I’équi-
probabilité, Y, suit la méme loi que X,

(b) X, +Y, =n-+2 car apres le n-ieme tirage on a n+ 2 boules dans I’urne (soit le nombre de rouges
plus le nombre de blanches)

(©) p(X,Yy) = —pofudul

=1 car X,, et Y,, suivent la méme loi.
V(X,)V (Y,) nEnon

Exercice 4

I E(Z)=getV(Z)= 4
V(Z) =E(Z*) —E(Z)* donc E(Z%) = %
2. (a) f est définie sur R
f est a valeurs positives
f estcontinue sur R* comme produit de fonctions continues et sur R™* comme fonction constante.
Donc f continue sauf éventuellement en O (on peut montrer qu’elle est continue en 0 également

car £(0) =0 = lim f(x))



o0
Montrons que [ f(t)dt =1

o0
Comme f est nulle sur R, il suffit donc de montrer que [ f(¢)dt =1
0

A
Soit A > 0 on calcule [ A2te M dr par intégration par partie en posant :
0

u(t) =t doncu/(t) =1
V() = Ae * donc v(r) = —e M
L'IPP est licite car ces fonctions sont C' sur [0, A]
A A A
[22teMdt = A([—te ™ 3+ [e Mdt) = —AAe ™ + [ e Mt
0 0 0
Or par croissance comparée lim —AAe M =0
A—>+o0
D’autre part, lim f Ae *dr = 1 car on retrouve I'intégrale de la fonction de densité d’une loi
A—+ ()
exponentielle de parametre A

~+o0
Donc [ f(t)dt converge et vaut 1

Donc f est bien une densité de probabilité.

~+o0
(b) U admet une espérance si et seulement si [ #f(z)dt converge absolument (f est nulle sur R™)
0

Comme la fonction 7 (¢) est continue sur R™, soit A > 0
A A

[tf(t)dt = [ A*2eMdr

0 0

A

On va faire une IPP mais de maniére a retrouver [ A%te=Mdt car on connait sa valeur lorsqu’on
0

fait tendre A vers +oo (1)

On pose u(t) = t> donc u/(t) = 2t

On pose V(1) = A2e~* donc v(t) = —Ae M

IPP licite car fonctions C!

A A

Oftf(t)dt = [-Phe M3+ 2 fﬂte"“dt

Quand A tend vers oo, [— tzle A4 tend vers 0 par croissance comparée.

Quand A tend vers oo, %flzte_’ltdt tend vers  car f A2t Mdr = 1
0 0

Donc U admet une espérance et E(U) = %

3

3. (a) (succint) poser u(r) = x3, u'(t) = 3x? puis v/ (t) = e~* donc v(r) = }Te*)”

~+o0
. 2.2 —A 2
(b) Onsaitque [ A“t“e~*'dt converge et vaut 3

0
3
Donc dans I’expression précédente, lorqu’on fait tendre A vers +oo, on a [ I.plztze_’l’ dt qui
0
tend vers % % = %



©)

4. (a)

(b)

(©

5. (a)

(b)

(©

D’autre part, par croissance comparée Alim Ade 2 =
—oo

Donc f e Mdx converge et vaut %
0

~+o0
U admet une variance si et seulement si [ A%3eMdr converge. Or on a montré ce résultat 2

0
la question précédente (modulo le coeff A2 en facteur). Donc U admet une variance et V (U) =
22 6 _ 6
A2

Six § 0 comme f est nulle sur R™, F(x) =0

X X
Soitx >0, [ f(t)dt = [ f(t)dt
—oo 0
On a déja réalisé le calcul de cette intégrale avec A pour démontrer que f était une densité a la
X X
question 2)a). Il suffit donc de reprendre le résultat : [A2te 4 dt = A([—te |5+ [e*)dt
0 0
X
Or [ Ae Mt est la fonction de répartition de la loi exponentielle donc elle vaut 1 — e (cours)
0
X
Donc [Ate Mdt = —Axe ™ +1—e M =1—(1+Ax)e M

0
(P([U—E(U)|<EU))=P(—E(U)<U—E(U)<E(U))=P(0<U<2E(U))=P(0<U<
% car E(U) = %
douP(O<U g %) :F(i) =1—(1+4)e*

Or —e* = 54 g en prenant 1’approximation proposée d’out P(0 < U < %) 1— 527

5
Comme —54.6 < 500n21546>50 donc — 546> %5

Dou P(O<U < ) > 1—0.1 donc on a bien I’inégalité¢ demandée.

U, est un estimateur de a car c’est une fonction indépendante de a de n variables aléatoires
indépendantes et de méme loi.

U, admet une espérance car somme finie de variables admettant une espérance et par linéarité :

2
E(U,) = ): E(U)=2=%
Posons W,, = 7", W, est un estimateur de a et E(W,) = % = a donc W,, est un estimateur sans

biais de a

n
Comme les U; sont indépendantes, V(W) =V (5; ¥ U) = 75 ¥ V(Ui) = 773 = 5

Ona lim =25 =0
n—sto0 2nA

W, est donc un estimateur convergent de a et le cours indique que dans ce cas : Ve > 0 on a

LHE P(|W, —a| < &) =0 car d’apres I’inégalité de Bienaimé-Tchebyshev on a :
n oo

Pour un n donné, Ve > 0 sachant que E(W,) = a, P(|W, —a| > €) < ( VW) o par passage a la
limite dans cette inégalité on obtient bien LHE P(|W,—al|>¢€)=0
n oo



