Nombres
complexes

CHAPITRE

4\ D’un siecle
B 0 un autre

La méthode de résolution des équations du troisiéme degré,
publiée par I'ltalien Cardan dans Ars Magna (1545), aurait été
empruntée a un autre Italien, Tartaglia. Cette méthode fait
apparaitre des nombres « imaginaires » qui donnent accés aux
solutions réelles : les nombres complexes étaient nés !

Ces nombres complexes sont aujourd’hui abondamment
utilisés pour les simplifications d'écriture et de calculs qu'ils
permettent, notamment en physique pour décrire le
fonctionnement d'oscillateurs électriques.
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En savoir plus sur |
Jéréme Cardan i

=) Chercheurs d'hier, p. 249

Rappels = & Exercices-tests

Repérage d'un point
sur le cercle trigonométrique

Le plan est rapporté a

un repére orthonormé
direct (0; 4, V).

M est un point du cercle
trigonométrique 6

de centre O. O est

une mesure en radian

de l'angle (i, OM). Alors :

e Ma pour coordonnées (cos 0 ; sin 0).

e Chaque nombre de la forme 0 + 2k1t (k € 7)

est une mesure de I'angle orienté (7, OM).

e Parmi toutes les mesures de (i, OM),

il en existe une et une seule dans l'intervalle
-n; 7] appelée mesure principale

de (u, OM).

P> Trigonométrie

- e Les formules d’addition

Quels que soient les nombresaetb;
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin (b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin (a) sin (b)
sin(a + b) = sin(a) cos (b) + cos(a) sin(b)
sin{a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin (b)
o Les formules de duplication

Pour tout nombre a :

sin{2a) = 2 sin(a) cos (a)

co0s(2a) = cos?(a) - sin(a)

P> Léquation du second degré

e Lediscriminant de I'équation ax? + bx + ¢ = 0

(a # 0) estle nombre A = b2 - 4ac.

e Dansl'ensemble R :

-si A <0, %quation n'a pas de solution ;
—si A =0, I'4quation a une seule solution
-si A >0, I'¢quation a deux solutions

distinctes :
_—b-VA -b+VA

Xy=—o—"— et x,="2"18
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Pour les exercices 1a 5

Dites si les propositions sont vraies ou fausses. Vous justifierez
votre réponse.

@ a) Deux nombres opposés ont le méme sinus.

b) Si deux nombres ont le méme cosinus, alors ils sont
€gaux.

¢) Si (4, OM) = 1257

T

€ Le plan est rapporté a un
repére orthonormé direct
(O;u,Vv).

6 est le cercle
trigonométrique de centre O,
et I' le cercle de centre O et de
rayon r. M est un point de I’
tel que (4, OM) = 0. La demi-
droite [OM) coupe 6 en A.

a) OM = OA.

b) M a pour coordonnées (r cos(0) ; r sin(8)).

.

© a désigne un nombre,

a) cos(2a) = 2 cos?(a) 1.

b) sin?(a) = 1—_%5{2&} )

@ Uéquation — 3x% + 4x — 1= 0 a pour solutions 1 et % ;

© a désigne un nombre.
On considere I'équation ax? — 6x — 6 = 0.

a) Pour tout a > 0, I'équation a deux solutions
distinctes dans R,

b) Si a =10, I%quation a pour solution ——;- .

O acm
Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte.
{dentifiez-la en justifiant votre réponse.

(T £
1.sm(g+ 4)estegala.

a}\/g-‘;\/f b}\/_é:\ﬁ c}ﬁ;ﬁ

T
2. cos(g

V2+V2

2

)est égala:

a)

o

Corrig
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DES NOMBRES REELS AUX NOMBRES IMAGINAIRES

.

Jéréme Cardan (1501-1576) a fourni, dans son ouvrage Ars [fNote

Magna, une formule pour déterminer une solution X de I'€qua- | poyrtoutnombrea, |- - ﬂ}” Introduction
" 3 e ® 3 2 =0: !
tion X3 + pX + g =0 dansle casol 4p” +27¢° =0 : liniiica i

3 3 2 3 3 2 dedanelarad
x:\/ui+x,‘f_+9_+ _3_1/P_+q__ ES!.gnEara(me
2 27 4 2 27 4 cubique dea:
0

ﬁ[} On considére l'équation X* — 36X — 91= Cest I'unique

En (1181 :1 dans une correspondance avec un autre mathématicien, Carl '
riedrich Gauss (1777-1855) écrit : DRUISCHE BUNDESPOST

« De méme qt;l on pgut se représenter tout le domaine des quantités réelles
Sar, n"!oyen d’une ligne droite indéfinie, de méme on peut se figurer le
omaine complet de toutes les quantités, les réelles et les imaginaires, au

.y
lil'

4+4il

(b= ~36 etg=—91l, nombre qui, élevé moyen d'un plan indéfini, oii chague point, déterminé par son absci

a) A laide d’une calculatrice, appliquez la formule de Cardan afin au cube, donne . son ordonnée b, représente en méme temps la quantité a + ib » ——

de déterminer une solution ¢ de cette équation. '

b) Déterminez deux nombres b et c tels que, pour tout réel X, X> —36X —91=(X - o) (X2 + bX +©). Tibre allemand edité Cho.

pour le bicentenaire

¢) Achevez la résolution de I'équation X3 — 36X — 91= 0. Combien a-t-elle de solutions dans [t ?
: de la naissance de Gauss,

On considére I'équation (E): X> —15X -4 =0 =—15etq=—4).
P’ 3q 2 e ; b q : ; ; Adoptons la représentation de Gauss. (O; G, V ;
a) Calculez 4p> + 27q°. Peut-on appliquer la formule de Cardan a cette équation ? Pourquoi ? du plan . (O; 4, ¥) est un repére orthonormé
b) Utilisez une calculatrice graphique afin de conjecturer le nombre de solutions de I'équation f(x) =0. Il est ad;11is queliane desabsti .
<) Pour résoudre cette équation malgré le probléme posé par le signe de 4p*® + 27q*, Cardan utilise des des réels. Ainsl, 3 tout .:éaEIS;I_‘.ses de ce repere représente I'ensemble [t BRI RE
racines de nombres négatifs. Plus tard, Raffaelle Bombelli (1526-1572) introduira un nombre « imagi- cisses: lepoint de co0rdonnée2n{xasg?c§ Ug point P sur I'axe des abs- ||| "otk s L |
i i FIE ! ; 0). Et, réciproqu : ' . . -
naire », que nous noterons i, tel que i ==1. P de I'axe des abscisses, on associe un réel x produement stout pomt ‘ | ‘ bl =t lM(a +oi) |
TER. - | o AT
g e q 9 R : L S () N !
Ainsi, dans le cas présent, on peut ecrire —o- + - == 121=112 %% = (11i)%. qn convient que tout point M du plan représente aussi un nombre z, qui P vl b | |
o En utilisant le nombre i, démontrez que pour déterminer la solution de I'équation (E) par la formule de nest donc pas un nombre réel et qu'on appelle nombre complexe. ‘ P | | S T x;
Cardan, il suffit de trouver deux nombres « imaginaires » dont les cubes sécrivent 2+1iet 2110, On convient également que : I N e 5 a‘i‘)’:‘e.des i
o En utilisant les régles de calcul des nombres réels et Iégalité i* = -1, démontrez que : sl ) daad | [ PpCspes)
@+iP=2+1iet@-)3=2-11 ) toEt ot I\i zoordorénées'{o ;1) représente le nombre complexe i tel que i> = -1 ;
e coordonnées (a; b) représente le nombre complexe z = a + bj :

o Déduisez-en que 4 est la valeur donnée par la formule de Cardan pour I'équation (E). - tout point de I'axe des ordonnées, de coordonnées (0 ; b) représente le Forb —
; mbre complexe b,

e Vérifiez que 4 est bien solution de I'¢quation (E). > Abblicati
pplication
d) Déterminez deux réels b et ¢ tels que, pour tout réel X: X3 —15X—4=(X-4) (X2 +bX +0). § 8l Placeziespaints . K et g
1+ Ny et N5 représentant les nombres complexes 3i, 0 et —

e) Achevez la résolution de équation X® — 15X — 4 =0. Quell :
uelles sont les coordonnées de ces points dans le repére (O ; G v)?

b)Quels sont les nombres complexes représentés par les points N,(0;5) et Ny(0;-2) ?

ll Histoire IS . c i .
R — ) Placez les points M,, M, et M; représentant respectivement les nombres complexes :

Quelles sont les coordonnées de ces points dans le repére (O; 4, v) ?

Au XVI° sizcle, les mathématiciens se défiaient lors de concours mathématiques publics, QV ESITI ET INVEN d

co squels ils montraient leur habileté. lls avaient ainsi pour habitude d arder | i )Quels s . "
au cours desquels ils montraient leur habileté. lls avaient ainsi pour habitude de garder | %y yo w1 p 1w £ &3 ont les nombres complexes représentés par les points M,(1;2) et M (._ i i) 2
| i)

secrétes leurs découvertes.

Au cours de l'un de ces concours, le mathématicien Niccolo Fontana dit Tartaglia (< Le
Bégue ») (1499-1557) trouva en 1534 une méthode générale pour résoudre les équations
du type X? + pX + g =0. Il semble quiil ait été le premier & utiliser pour cela la racine
carrée d’'un nombre négatif. Il garda sa méthode secréte, mais accepta de la dévoiler a
Cardan, 3 la condition que celui-ci la garde secréte.

Cardan développa la méthode de Fontana et réussit a I'étendre a toute équation du 3°
degré et du 4° degré (avec son assistant Ferrari). Apprenant que la méthode de Fontana
avait été découverte avant celui-ci par Scipione del Ferro, il passa outre sa promesse et
publia ces résultats dans son Ars magna (1 545).

Dans Quesiti et invenzioni diverse (1546) (page de titre ci-contre), Fontana attaqua [E———
violemment Cardan ; il sensuivit une longue querelle avec Cardan et Ferrari. Celle-ci prit |

fin au cours d'un concours entre Fontana et Ferrari, que Ferrari gagna. RO [ S-S
s .| e | » X

Clest finalement le nom de Cardan qui resta associé a cette méthode de résolution.
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n L bres complexes - © Conséquence. Si z = a + bi, alors z + 7 = 2a et z — 7 = 2bi sl
es nompyr

z+Z=2Re(z2) et z-Z=2ilm(z).

Ilen résulte que :
1.1) Forme algébrique d’'un nombre complexe

«Le nombre complexe z est réel » équivaut a « z = 7 »,
Il existe un ensemble, noté C, d'‘éléments appelés nombres complexes, tel que :

(admis) 1. C contient I'ensemble R des nombres réels ;
2. C contient un élémentitel que i =-1;

e o eati T nalogues a = N .
3. € est muni d’une addition et d’une multiplication qui suivent des régles de calcul analog Pour tout nombre complexe z, le produit 2z est un réel positif. Si z = a + bi, alors :
celles de I'addition et de la multiplication dans R ;

j ot 2z = (a + bi)(a - bi) = a® + b,
4. tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique sous la forme z = a + bi ol a et b sont deux _
réels. Cette écriture est appelée la forme algébrique de z.

«Le nombre complexe z est imaginaire pur » équivauta « z+z = 0 »,

!
|
I

_© Relation fondamentale

2.2 Opérations sur les nombres conjugués
© Vocabulaire

Théoréme ,
e Ondit que le réel g est la partie réelle de z et on la note a = Re(z2). : zet 2’ sont deux nombres complexes. .
IRk e ST g imr AN z ]
e Ondit que le réel b est la partie imaginaire de z et on la note b = Im(z2). e z+2' =74z 07z =Zx2z % (z’)_ 2 2 #0)
e Tout nombre complexe de la forme z = bi (b réel) est appelé imaginaire pur.
© Conséquences Démonstration
3 — ; o ’:
e Dire que le nombre complexe z est réel équivaut a dire que Im(z) = 0. Onpose z=a+bietz’ =a’ +b’. o
e Dire que le nombre complexe z est imaginaire pur équivaut a dire que Re(z) = 0. o 2z’ =(aa’ — bb’) +(ab’ + a’b)i, donc 22" ~(aa’ - bb') — (ab’ + a'b).

D'autre part, Z=a —bi et 77 =a’ - ¥'i. Donc :

Zx7 =(a-bi)(a - bi)=(aa’ - bb) - (ab’ + ab’)i. Dot 277 =7 x 7',
. 2 7 e Les autres résultats se démontrent de maniére analogue,
«a+bi=da +biréquivautaca=a" etb=>b"»

IR 2] peux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire :

L)

o Remarque. Ces résultats sétendent & une somme de n termes ou 3 un produit de n facteurs.
En particulier, pour tout naturel n non nul et tout nombre complexe z non nul : (z") =(2)".

© Remarque. En particulier, « a + bi = 0 » équivauta« a=0 et b=0».

1.2) Calculer dans B Equation du second degré a coefficients réels
2
Grace aux propriétés de l'ensemble C, on calcule dans C comme dans R, en tenant compte de i = —1.

On appelle équation du second degré a coefficients réels toute &quation qui peut sécrire ;
e Parexemple,siz=a+bi et z’=a"+b’i,alors: é’_"_’4619(2 +2)=Re(2) + Re(zﬁ
)

- 7 =] (z]+|m{z’ aX2+bX+c=0
z+2 =(a+bi)+ (@ +bi),s0it z+z' =(a+a)+(b+b)i; Ionz 4 2 k=i ou X est l'inconnue, et g, b, ¢ sont trois réels donnés, a = 0.

2z’ =(a + bi)(@ + V') = ad’ + bb'i* + a’bi + ab’i, soit 2z’ = (aa’ - bb’) + (ab’ + a'b)i . Résoudre dans C cette équation, cest trouver tous les nombres complexes u tels que au? + bu + ¢ = 0.
o llen résulte que les identités remarquables valables dans R le sont aussi dans C. En particulier :

(a+ bi)a — bi)=a’ +b”. L} Dans C, léquation az* + bz + ¢ =0, a # 0, a, b, c réels a toujours des solutions.

Onnote A le discriminant de cette équation: A = b? — 4aqc.
e SiA>0, I'équation a deux solutions réelles.

e 5i A =0, I'¢quation a une solution double réelle.
a conj ugu é d’'un nombre com plexe e Si A <0, Iéquation a deux solutions complexes conjuguées :
S b YER _—b+iV-A S
2.1) Définition flm s o G bes avec FEZ

Le conjugué d’un nombre complexe z = a + bi est le nombre complexe a - bi. On le note z. © Conséquence. Dans C, le trindme az? + bz + ¢ se factorise toujours sous la forme:

z i z=3i “Zz+bz+f=a{2—z1){z—22}.
°Exemples. Siz=3+2i,alorsz=3-2i;si z=5,alors Z=5;si z=-3i, alors z = 3i.
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dans C.
e SiA<O0,alors V-A existeetavec i2=—1, (iVv—=A)2=A. Donc:
L)Z_A_( 1)2_(“?—&)2:( i_f-A)( b,
(Z+Za 2z V' 2a 2t oa " 20 /¥ 2a
Ainsi, I'équation a deux solutions :
-b-iv-A -b+iv-A
a

2. =—— ¢t Z,=—— avec 2z =iz
1 2a 2 2 2 1

Représentation géométrique
d’un nombre complexe

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; 4, v).

4.1 Affixe d'un point

axe des

e Atout nombre complexe z = a + bi, on associe le point M de coor-
Animation] données (a; b). M est image de z. On note M(2).

o Si M est un point de coordonnées (a ; b) dans le repere (O; 4, V),
le nombre complexe z = a + bi est appelé I'affixe du point M.

Démonstration. Les régles de calcul dans C étant analogues a celles dans R, on obtient :

A
Tiaiey Forme
4a canonique
2
A _o.

2 2 3 2
az’ +bz+c=a (z+£) _ b —dac| W§ (z+i)
2a 4a” . 2a
Puisque a # 0, résoudre dans C cette équation, c'est résoudre : (z + %) e
a

e SiA>0 ou siA=0,on sait que I'4quation a deux solutions dans I et deux seulement (dis-
tinctes ou égales). Elle a donc deux solutions complexes et deux seulement puisque [ est inclus

i —A)
2 /1

imaginaires purs

Mia + bi)

axe des

© Conséquences
e «M appartient a I'axe des abscisses » équivaut a « Im(z) = 0 ».
e « M appartient a I'axe des ordonnées » équivaut a « Re(z) =0 »,

réels

M(z)

e Le point M’(z) est symétrique de M(z) par rapport a l'axe des
abscisses.

4.2] Affixe d'un vecteur

De méme qua un point M de coordonnées (a ; b}, on associe son affixe z,, = a + bi, a tout vecteur w

de coordonnées (a ; b), on associe le nombre complexe z = a + bi.

PEIIMRN 2| |/ tfie d'un vecteur # de coordonnées (a;b) estle complexe z=a+ bi.
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M(z)

5] Si zy et zy, sontles affixes respectives des points M et M’ dans un méme repére orthonormé, alors

I'affixe du vecteur MM’ est égale a z,,, — z,, :
affixe (MM') = z,,, — z,.

]5 Démonstration. Si zy, = x + yi et z,, = X" + y’i, alors les coordonnées de M et M’ sont respective-
| ment (x; y) et (x’; ¥’). Donc le vecteur MM’ a pour coordonnées (x” — x ; y’ - y).

| Ainsi, par définition, I'affixe de MM’ est (x” — x) + (y’ — y)i, soit z,, — Zj.

© Regles de calcul sur les affixes de vecteurs

W et w’ ont pour affixes respectives z et z’,

e «W=w »équivauta« z = z'».

e Wt+w a pour affixe z + z’ et pour tout réel k, kw a pour affixe kz.

© Affixe du milieu d’un segment

> o e z
Silestle milieu du segment [AB], alors 2Al = AB soit 2(z, - z,) = z — z, ;dol z, = At Zs

Forme trigonométrique
d’un nombre complexe non nul

5.1] Introduction

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U, V). z = a + bi est un nombre com-
plexe non nul et M est le point d'affixe z.

La demi-droite [OM) coupe le cercle trigonométrique ‘€ de centre O en A.
On note (i, OM) =0 et OM =r.
Le point A a pour coordonnées (cos(8) ; sin(8)). De plus, OM = rOA avec r = OM = Va? + b2,
Il en résulte que M a pour coordonnées (rcos(8) ; rsin(0)).
Ainsi, le nombre complexe z = a + bi, affixe de M, s'écrit aussi :
z =r{cos(B) +isin(0)).

b posssmpans M(z=a + bi)
€ 1 A |
v i
,)
o &/ ¢

5.2) Module et argument d'un nombre complexe non nul

Définition ;
z est un nombre complexenonnul, z=a+bi,a # 0ou b # 0.

e Un argument de z, noté arg(z), est une des mesures, exprimée en radian, de I'angle (4, OM).
e Le module de z, noté | z|, est la longueur OM; ainsi: |z| = Va® + b% et |z = 2z .
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Si @ est un argument d'un nombre complexe z non nul, alors tout nombre de la forme 0 + 2k,
k € 7, est un argument de z. Au lieu d'écrire arg(z) = 0 + 2km, k € Z, on écrit:

arg(z) = 6 (mod 27).

mod 27 se lit « modulo 27 ».)

(>) Conséquences. Pour tout nombre complexe z non nul :
e arg(z)=-arg(z) e arg(-z)=argl2) +
o 2| =]z o |-2z|=|z|

M(z)

A
(0]

M"(-z) M'(z)

5.3) Forme trigonométrique
d’un nombre complexe non nul

Tout nombre complexe non nul s'écrit sous la forme suivante, dite forme trigonométrique :
z = r(cos(0) + isin(0)) avec r =|z| et B = arg(z) (mod 271).

© £galité de deux nombres complexes écrits sous forme trigonométrique
Si z=r(cos(B) +isin(0)) et z’ = r'(cos(8) +isin(0) :
«z=2"»équivauta«r=r"et =0 (mod2m) ».

© Lien entre forme algébrique et forme trigonométrique
e Sil'on connaitret 0, alors a = rcos(0) et b=rsin(0).
e Sil'on connaitaetb, alors r =OM =|z| = Va’ + b” et 8 est défini par:

b
0)=—9% et sin@)=—r—.
e T T e
© Exemples : : . .
e Siz=1-i;r=v1+ =ﬁ;cosﬂzﬁ;5m9=—?_;dou8=—-4—- {mod 27). Soit :

- e (-2)on(- 3)]

° Siz=2[c05(2T“)+:‘sin(2Tﬂ)]alorsz:2[—%+3‘f2—§i]:—1+ﬁf.

’ Attention. Toute écriture de laforme z = r(cos(0) + i sin(B)) n'est pas une forme trigonométrique.

Théoreme[d Si z = r(cos(B) + isin(B)) avec r >0, alors r(cos () + i sin(B)) est la forme trigonométrique de z;
|z|=r et arg(z) =0 (mod 2m). :

Démonstration. |z|> = (rcos(0))? + (rsin(8))2 = r’. Comme | z| et r sont positifs, | z|=r.

Notons @’ un argument de z; la forme z=r(cos(0’) +isin(8) implique cos(B) = cos(0) et
sin(0) = sin(8’), donc B =0’ (mod 27).
|z|=r et 8 =0" (mod2m), donc r(cos(0) + isin(0)) est une forme trigonométrique de z.

5.4) Interprétation géométrique du module et de I'argument

Si A et B sont deux points d'affixes respectives z, et z; dans un repére orthonormé (O ; 4, v), alors :
AB =|zg — z,|.
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| Démonstration. Il existe un unique point M tel que OM = AB.
Or, OM a pour affixe 2y~ 0=z, et AB a pour affixe zg—z,;donc zy, =z4 - z,.
| llenrésulte que |z | =|zg — z,|. Or par définition, |z,,| = OM et OM = AB, donc AB = [Zg — 2]

© Caractérisation d’un cercle et de la médiatrice d’un segment
A et B sont deux points d'affixes z, et z; dans un repére orthonormé.

® M{(z) appartient au cercle de centre A et de rayon r si, et seulement si, AM = r, ce qui se traduit par
|z-zx|=r.

e M(2) appartient a la médiatrice du segment [AB] si, et seulement si, AM = BM, ce qui se traduit
par|z —z,|=|z - z|.

Si A et B sont deux points daffixes respectives z,

et z; dans un repére orthonormé direct (O ; 4, V),
tels que A = B, alors:

(i, AB) = arg (z; — z,).

Démonstration. Il existe un unique point&tel que_’m' =AB.
Comme précédemment, z,, = z, — z, et (i, OM) = (i, AB).

Or (4, OM) = arg(z,,).

On en déduit que (4, ﬁi =argl(zy) = arg(z; — z,) (mod 2m).

G Notation exponentielle
de la forme trigonométrique

6.1) Cas d’'un nombre complexe de module 1

Tout nombre complexe de module 1 s'écrit z = cos(0) + i sin(0) avec 0 = arg(z) (mod 2m).
On note fla fonction qui a tout réel 8, associe le complexe f(6) = cos () + i sin(0). On se propose de
démontrer que pour tous réels 6 et 8, f(0 + 8') = £(0) x £(6') et f(0)=1.
f(6) x f(6) = [cos (D) + i sin(6)][cos(0) + i sin (0]
= [cos(6) cos (") — sin (B) sin (6)] + i [cos (B) sin (8") + sin (B) cos(6")]
soit: f(8) x f(8') = cos(0 + ") + isin(0 + 8) = (0 + ©).
De plus, f(0) = cos(0) +isin(0) =1,

Ainsi, comme la fonction exponentielle, f « transforme les sommes en produits » et £(0) = 1.

D'our I'idée de poser e® = cos(0) + isin(0). Légalité f(0 +0')=£(0) < f(0") démontrée sécrit alors

e x e =e/®9) ce qui justifie cette notation exponentielle,

Animation

Définition [}

Le complexe de module 1 dont un argument est 8 est noté e™ avec:
e = cos () +isin(0).

°Exemples. ef=_1;e2 =,
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Complé . - (V5]
wiz|  Application [#
(9]
6.2) Notation exponentielle de la forme trigonométrique g
_ | Calculer dans C W
Tout nombre complexe z non nul de module r et d'argument © s'écrit sous la forme suivante, dite 5
. . RSy ! )
notation exponentielle: 2= re™ avec r = |z| et & = arg(z) (mod 27). @ Tout nombre complexe s¥écrit de maniére unique sous la forme z = a + bi oi1 a et b sont deux rée.-lsk
| etjest le nombre complexe tel que i2 = —1.
Démonstration. z, non nul, a pour forme trigonométrique z = r(cos(0) + isin(0)) avec r =|z|. o (a+bi)+(a +bi)=(a+a)+(b+b)i. o (a+bi)a’ + bi) = (aa’ — bb) + (ab’ + a’b)i
| Comme e” = cos () + i sin(6), z s'écrit donc sous la forme z = re®, ® Z=a - bi estle conjuguéde z=a + bi. o 2Z=a’+b’

® Opérations sur les conjugués

© Conséquences. Sir>0etr' >0: AT z
Z+2' =z+2z; z2'=2x2Z; SiZ'#O,(—’)=

z _ " E
- z+z=2Re(z); z-2=2ilm(z) i

0 _ . -0 IT: T UNY | ; U —p -0 . )
ore” =re’, o «re’ =re"»équivautacr=r'et 0=0" (mod27) » o Caractérisation d’un réel et d’un imaginaire pur

«zréel » équivauta« z =z », «zimaginaire pur » équivauta « z +z =0 »,

6.3 Module et argument d'un produit
&:3) 2 g JGEUEEVNAR Utiliser les régles de calcul !

z et 2’ sont deux nombres complexes non nuls tels que z = re® et z’ = r'e® ,avecr>0etr >0, On considére les nombres complexes z,=1+ietz,=4-5j.
i ’ o i(0+0 ; ; ; '
Alors: 2z’ =re® x r’e®® = r x 1’ x e x e soit 2z’ = n’e’®*?? (voir §6.1). Déterminez la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants.
FEI ; a) z ) 3 i
Theoreme [[1] Quels que soient les nombres complexes non nulszet z* : 12i+2 b) z,z,. €) 32, +4z,. d) z;. .

La proposition 1

: 1.|zz’|=|z|x|Z’| 2. arg(zz’)=argz+argz’ (mod 2m) © Méthode O Solution
est vraie quels S0iut

bl g0y a) Pour calculer la somme z, + z,, > a)z +2,=1+i+4-5/=5-4i, .
] ‘ on additionne les parties réelles entre elles |
(> Consequence. On démontre par récurrence que pour tout entier naturel n non nul et tout nombre et les parties imaginaires entre elles. ' :
complexe znon nul : : s
p . b) Pour calculer le produit (a + ib)(a’ + ib’), > b) 2,2, =(1+0)(4 - 5) = 4+ 4i — 5] — 52, ’
o si z=re® alors 2" = rei® . o |z"|=|z|" et arg(z") = narg(z) (mod27). on développe en utilisant /> = —1. Donc z,z,=9—j i
L R il

ol iculi i si n _ i si r tout entier naturel n non nul i
D'ot, en particulier, [cos(8) + i sin(0)]" = cos(nB) +isin(nB) pour t €) 3z, +42,=3(14+)+4(4—5)=3 + 3i+16 20 fhi

et tout nombre réel 6. Cette derniére égalité est la formule de Moivre.
3z,+42,=19-17i.

d) Pour calculer z}, on utilise I'égalité suivante  m—p d) (14+7)% =1+ 3i + 32 + i°. i

de R, valable également dans C: Or, *=-1,donc I* = — . D'os :

| :_ |
} L
i 6.4) Module et argument d’un quotient (4307 =x7+3x%y + 37 + . Z=143i-3—i=—2+42i |
g 4 l = . |
i : , . |
i1 [ zet z' sont deux nombres complexes non nuls tels que z = re®etz’=re" avecr>0etr >-lr 0. O Mise en pratique |
il On pose Z=-%, soit z=2z'. Alors r=|Z|xr’ et arg(z)=arg(Z)+arg(z’) soit |Z|:?- et E
M | arg(2) =68 Z(mod 21). Donc L. = L. ¢it0-01 n On donne les nombres complexes : B Donnez la forme algébrique des nombres
o | I glse) = : Y i z,=—1+2ietz,=3+4i. complexes suivants. '
ff g Déterminez la forme algébrique de : a) (2+9°(1- 3.
1 Quels que soient les nombres complexes non nuls zet z” : : az,+2,; blz,-2,; €2 -3z; dzz, | p)5-2)0+ 4@ -1. 1
1 : f
| 1 ‘i'l'_'li‘l 2, arg (_Z_’_) =argz-argz’ (mod2m). B Donnez la forme algébrique des nombres
z |12/] z complexes suivants. l’ x et y sont deux nombres réels. Quelle est la i|
a) (1+4)°. b) (1-1)2. c) (3-7)°. forme algébrique de (x + 1+ iy)(x —1— iy} ? i
© Remarque. Ces égalités permettent de mémoriser les formules trigonométriques d'addition et BB o po T uNE I
de duplication vues en Premiére S. Par exemple, en identifiant parties réelles et parties imaginaires PR J= =g s i
de e’ et e*?, on retrouve les formules d’addition. 1. Donnez la forme algébrique de ;2. zn ;)nn; Jes no"‘:br? complexes : '
s 5 =l1=3l, z,=4+21 et z,=5-2i, .
. ee® = (cos(a) + isin(a)) (cos (b) + isin (b)) 2. Vérifiezque 1+ j + j = 0. Calculelz- : ? .
= [cos(a) cos (b) — sin(a)sin (b)] + i[ cos (@) sin (b) + sin (a) cos (b)] I3 auels sont les enti turel a) Relz :+z +2,) b) Im(iz,)
; e nt les entiers nature z ; miiz,) ;
+ €' = cos(a + b) +isin(a + b) Animation weaimour Ies e h !

quels (1+ )" est un réel ? ¢) Im(z,z,); d) Re(2z, - ‘
D'oui les formules donnant cos{a + b) et sin(a + b). exercice 88, page 255. 172 ) Re(2z, -3z, + z,). 1
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LWIOUNBY Utiliser le conjugué
—-2+3i
4 -5
2.0npose z=x+yi.

1. Ecrivez z = sous forme algébrique .

Quelle relation doit lier x et y pour que le nombre Z = (z,+ i) (1 iz) soit réel ?

3. zest un nombre complexe.On pose Z=2z +iz — iz + 2.

Le nombre complexe Z est-il réel ?
© Méthode

1. Pour trouver la forme algébrique

d’un quotient de deux nombres complexes,
on multiplie le numérateur et le dénominateur
par le conjugué du dénominateur car

7z = @ + b? est toujours un nombre réel,

© Solution

=P 1. Le conjugué de 4 —5j est 4 + 5/ et

(4-5)(4+5)=16+25=41.
_ 24304 +5) _ -8+12/-10i-15

(4-5)4+5) 41
Ainsi, la forme algébrique de z est :
23 2 .
TR

2. Z réel se traduit au moins de deux maniéres: P 2, 7 est réel si et seulement si Im(Z) = 0.

Zréel©Im(Z)=0 ou Zréel>Z =27,

3. On exploite les résultats suivants :
f zz estunréelet z— 7z =2i Im(2).

. © Mise en pratique

ﬂ Déterminez la forme algébrique de chacun
des nombres complexes suivants.

aill-i).  B@-3@+). o3t
n Ecrivez sous forme algébrique :
T . 2+3i
243 1+i 1-i’ 5-2i

m z est un nombre complexe.

Précisez, dans chaque cas, si Z est réel ou imagi-
naire pur ou ni l'un ni l'autre.

a)Z=z+z-3i, b) Z=2z-Z+5i.
C)Z=7zz-z+Z. d) Z=Z(z + 0 +i(5 - 2).

m z estun nombre complexe.
Dans chacun des cas suivants, exprimez Z en
fonctionde z.

a)Z=-2+iz. b) Z=(i+2)(2-iz).
¢) Z= iz +3)2. dj 7102
2z —i

Chapitre 8 » Nombres complexes

Cherchons la forme algébrique de Z.

Z=[x+iy+i][1-ix+y]

Z=[x+ily+1)]1-ix+y]
=2y + V) +illy +1)2 - x*].

Ainsi, Z est réel si, et seulement si,
y+12-x=0.

—p 3. 2=27+ilz-2)+2.

Or,z-z=2ilm(2)

donc Z=2z+i(2ilm(z)) +2

soit Z=zz-2Im(z)+2.

2z et Im(2) sont des réels, donc Z est un réel.

m Onnote z = x + yi, x et y réels. On pose :

z=2=1 avecz #= -1
zZ+1

Démontrez que Z a pour forme algébrique :

x4yt N 2y j
x+12+y2 (x+1)2+y?

mOnnote:
1+i 1-i

ol e i

Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que z, + z,
est un nombre réel 7

m Résolvez chacune des équations suivantes.
a) 3-2z=i-2.
b) 2+7)z=3i.

w Résoudre des équations dans C

A = b? — 4ac est le discriminant de I'équation.

_—b-iV=A

F
1 2a

e uetvsont deux nombres complexes donnés, u # 0 ;léquation uz +v =0 a pour solution z = — =,
. a s . u
e On considére dans C I'équation az® + bz + ¢ = 0 avec g, b, créels, a = 0.

=Si A >0, alors I'tquation a deux solutions réelles distinctes.
=Si A =0, alors I'équation a une solution double réelle,
-5i A <0, alors léquation a deux solutions complexes conjuguées :

et

, B

—b+iv-A

=
2 2a

EXERCICE RESOLU (9

Résolvez dans C les équations suivantes en donnant les solutions sous forme algébrique.

a)(2+0)z-3+i=0,
O Méthode

b) z=27-2+6i.

a) On applique la méthode de résolution
d’une équation du premier degré.

b) Une méthode consiste a remplacer z
par x + yi et Z par x — yi.

Les nombres complexes z = a + bi et
z'=a’+ bi’ sont égaux si, et seulement si,
a=a’etb=>b".

e On conclut,

c) Il s'agit d’une équation du second degré
a coefficients réels (a =1, b =— 83, ¢ = 64).

On calcule A.

e On applique les formules :

A=-64 donc Y-A =Ve4.

O Mise en pratique

Pour les exercices 154 17
Résolvez dans C les équations suivantes et
donnez les solutions sous forme algébrique.

68 a)3iz-2+4i=(1-2))z +6.
b) (3 +2i)z = 2iZ - 5i.

3 a) 2-2+302=0. o 2+4=0.
b) iz’ + (3 - 4i)z = 0. d}%:f,

€ a) 2-2:+4=0.
) 22+2V3z+3=0.

b) 22 -8z +25=0.

) a) (2+0)z -3+/=0équivaut a Z=5—

— & Z; =

¢) 22-8V3z+64=0.

© Solution
3—i
. +i
B-N@-i) _5-5i _, .

soit z =
5 5

B> b) En posant z = x + yi, l'équation

z =27 —2+6j équivaut a:
X+yi=2{x—yi)—2+6i
soit —x + 3yi =— 2 + 6i.,
Cette équation équivaut :
—x=—2¢et 3y=6 soitx=2ety=2.

»—p o La solutionestdonc z =2+ 2i.
—p ) A=3x64—4x64=—64,

A <0, donc l'équation a deux solutions

complexes conjuguées :

8V3 -ives
2

z,=2,= 4v3 + 4i.

=4V3 —adjet

EF) Auréel aonassocie I'équation :
Z2-6z+a=0.

1. Pour quelle valeur de a le nombre complexe

3 — i est-il solution de cette équation ?

2, Donnez alors l'autre solution.

€D on donne Iéquation (E) -
2> 1272 + 482 128 = 0.
1. Vérifiez que 8 est solution de (E).

2, a) Déterminez des réels a, b, c tels que pour
toutzde C,

22 —122% + 482 ~ 128 =(z - 8)(az% + bz + ).
b) Résolvez dans C I'équation (E).

7))
w
el
o
o
w
>
W
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m Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique

e Tout nombre complexe non nul s'écrit sous la forme : z = r(cos(B) + i sin(B));
0 est un argument de z et r est le module de z.

® Si z = a + bi est la forme algébrique d'un complexe non nul, alors :
r=Va®+b?, cos() = % et sin(0) = —

® Siz =r(cos(B) +isin(B)) avec r >0, alors |z|=r et arg(z) = O (mod 2m).

GIHIIND Y Transformer des écritures
On pose z, =\’§+:’et22=1—i.
1. Ecrivez z, et z, sous forme trigonométrique.
2. Déterminez le module et un argument de Z = — 4[cos(0) + i sin (9)].

O Méthode O Solution
1. On calcule le module |z, | puison lemeten  B=—b 1. |z,|=V3+1=2,2,= 2(%+%)

facteur dans z,.
- . : @ —
e On en déduit les valeurs de cos(0) et sin(0) w—p ® Donc cos(0) =—— et sin(0) =—

et on détermine 0. Doncarg(z)-%(modzm

Ainsi, z, a pour forme trlgonometnque

feo() on(3)]

e o|22|=\"1+1 =\J'r§,22:\/_(

1 i
e On procéde de la méme facon. S —) "
¢ V2 V2
1

Donc cos(0) = — et sin(0) = -
V2

ﬁl‘

Et arg(z,) = - % (mod 2m). Il en résulte que:

2y ﬁlcos (— %) +isin (— %)I
—p 2. 7 =4[-cos(0) - isin(0)]
Z = 4|cos(0 + ) + isin(0 + m)].
Donc |Z|=

2. On cherche un angle « tel que:

- cos(0) — isin(0) = cos(a) + isin (o).
On utilise le cercle
trigonométrique :

0+ 7 (mod 2x).
a=0+m.

4 et arg(z) =

© Mise en pratigue

m Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct (O; u, V). Donnez sous forme trigonomé-
trique les affixes des points indiqués.

O\

m Donnez une forme trigonométrique de cha-

cun des nombres suivants.

a) z, =V3 —iV3. b) z,=2i. c}zB=L_.
1+

m 0 estun nombre réel.

Donnez une forme trigonométrique de chacun

des nombres suivants.

a) z, = - 2[cos(0) + i sin(0)].

b) z, = 3[sin(B) + i cos(0)].

Chapitre 8 » Nombres complexes

Utiliser la notation exponentielle

e Tout nombre complexe z non nul s%crit sous la forme ;
z=re® ou r= |z| et ©=arg(z) (mod2n).
,r>0etr'>0,alors zz’ = rr'el®t9), zn _ ngin® () = N)

o Siz=re® et z/=r%" 1 it0-0)

rl

GIIEIUNER Exploiter une transformation d’écriture

2 (E) isin( X ) i
(cos 3 +:sin(3) etz,=—1+i.
1. Donnez la forme algébrique de z, etde z,z,.

Ondonne z, =—

2. Ecrivez z,, z, et z,z, sous forme exponentielle.
3. Déduisez-en la valeur exacte de cos( 12) et sm( 1 )

12
O Méthode © Solution

N 1.z1=—2[—+:——] -1-iV3.
2,2, =(=1-iV3)(= 1+ ) = (14 V3) + (V3 - 1)i.
n il

ki i sin (<) | n 9 9l M s iR
c°5(3)+’5'“(3)]"95tP65H 2. -2=2e etcos3+:5|n?_e3,

une forme trigonométrique car — 2 < 0. prndls
= g 5 a . doncz1_2e’“xe3—zea.
On utilise la notation exponentielle,

1. On remplace cos (%) et sin (%)
par leurs valeurs exactes,

2. Attention, — 2

e On détermine le module et un argument
de z,.

V2, cos0=-—et sin® =

V2

Donc 6= 3—“ {mod 2‘.'[) etz, =

— 0 |Z;]= %
in
4

Vae' T

. 25T

e On calcule le produit z,z, a partir — 0 2,2,=2¢' S xV2e'a - =2v2e"2,

des écritures exponentielles de z, et z,.

251 24w
T +12 2n+ﬁdonc

R T 2ﬁ(cos(—2) +i sin(]n—z))

= ¢ Donc z,z, = Z\f_cos( ) + Zfsin(%)

3. On simplifie en prenant la mesure principale p—p 3.
de l'argument,

e On dispose de deux expressions de z sous
forme algébrique : on identifie les parties réelles

et imaginaires. et z,2,=(1+V3) + (V3 —1)i.
e On conclut. »—p o llenrésulte que:
cos("") V3+1 _Ve+V2
12 2v/2 4
et sin (i) = _.VIE__E .
12 4

O Mise en pratique

Ecrivez les nombres complexes suivants

s
X onpose z, =~ 3¢ et z,=2-2i.
sous forme exponentielle,

a) z, = 2V3 -2i. b) Z,=(2-2)G+ i3). 1. Donnez la forme algébrique de z, etde z,z,.
b2, V3 _‘3, ol B 2i(cos£ — E). 2, !Ecnvez 24,025 EF z,z, sous.forme exponentielle,
1-i 5 5 puis sous forme trigonométrique.

m Donnez le module et un argument de cha-
cun des nombres suivants,
a) V2e. b) —e®

3. Déduisez-en la valeur exacte de ;
2) etsin(33):
35 et sin =

Chapitre 8« Nombres complexes

<) — 2ie®, cos(

7))
w
=
o)
o
w
¢
w
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m Exploiter géométriquement I'affixe d’un vecteur

A et B sont deux points d'affixes respectives z, et z,.

o Laffixe du vecteur AB est z, — z,.

® AB=|z, — z,|; (U, AB) = arg(zy - z,) (mod 21).
e Le point M d'affixe z appartient au cercle de centre A et de rayon r > 0 si, et seulement si, |z — z,|=r.
e Le point M d'affixe z appartient a la médiatrice du segment [ AB] si, et seulementsi, |z — z, | = |z — zp).

SGICEIUNF R Etudier une configuration géométrique

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; G, V). o

f— v
1. Placez les points A et B d'affixes respectives z, =2 et z, =2e "3, Précisez la nature du triangle OAB.
2, Déterminez la forme exponentielle de I'affixe du milieu | du segment [AB].

3. Eest le point d'affixe z; = -2 -2 ¥3. Les points O, |, E sont-ils alignés ?

=

© Méthode © Solution e~
1. Pour placer B, on utilise le module et —p 1. |Zzz|=2 donc | 4 ‘ \ﬁjk\“l\
I'argument. En effet, si M a pour affixe z = re®, OB=2. . [_N] o

r>0,alors OM =r et (G, OM) =0 (mod 27).

arg(zg) = 2% donc \E o

NN al
(@, (TB’}=_23£_D'0L', . S O 0

le placement de B.
[2a] =|2g| =2 donc

Le point M est l'intersection d'un cercle et
d‘une demi-droite.

OA=0B:

le triangle OAB est isocéle en O.
+ 2z

quidonne 3 2. Ecrivons z; sous forme algébrique.
zB=2(cos-23£+ f'sinzTﬂ) =—1+iV3.

2-1+iV3 _ 1 .V3 iz
L

=5 3. Le vecteur OE a pour affixe — 2 (1+iV3)
1,V3

et le vecteur Ol a pour affixe £ Ti

donc OE =— 40,
Il en résulte que les points O, E, | sont alignés.

z
2. On utilise la formule z, =
I'affixe du milieu d'un segment.

Donc z, =

3. Pour démontrer que trois points A, B, C sont
alignés, une méthode consiste a prouver que
les vecteurs AB et AC sont colinéaires soit

2o — 2, =klzy — z,) avec kréel,

© Mise en pratique

Le plan est rapporté & un repére orthonormé

R m Les points A et B ont pour affixes respectives
direct {(O; u, v). 3n

a=2etb=2e 4.

1 est le milieu du segment [AB].
BT 1. Placezles points A, B, C, D d'affixes respec-

| tives —4 —3i,3-2i, 4+ 5i, -3+ 4i.

2, Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

1. Faites une figure.

2, a) Trouvez une mesure de 'angle (i, OI).

b) Déterminez la forme algébrique de I'affixe de I.
¢) Déduisez-en que Ol=V2 - V2.

3. a) Donnez I'affixe de | sous forme exponentielle.
b) Déduisez-en la valeur exacte de :

cos (%) et sin (%) .

1. Placez les points A, B et C d'affixes respec-
tives =3 —-2i, 2—i et -2 +6i.
2. Démontrez que le triangle ABC est isocéle.
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€3 Questions sur le cours

P ———

Complétez les propositions suivantes.

a) On pose z =a + bi, a et b réels.
Le conjugué de zest ... et le module de z est ... .

b) z = Z si, et seulement si, ..,
€) z+z =0 si, et seulementsi, ... .

d) r(cos(0) +isin(B)) est une forme trigonomé-
trique d’'un nombre complexe sirest ... .

e) On pose z = re®, r >0,

Le module de zest ... et un argument de zest ... .

| i
QCM | Une seule réponse exacte |

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; G, V).
1. zest un nombre complexe,
Le conjuguéde z + 3i + 2 est:

a) z+3i+2 b) Z-3i+2 A z-3i+2
2. Une forme trigonométrique de - 3(% + g;)

est:

o 3Icos(%) + fsm(%) ]
0 fes(51)ian(5) |

] 3[:05(_ %_) 4 ,-sin(_ 1)]

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; i, ¥).

1. lensemble € (en rouge) est lensemble des
points M d'affixe z telle que :

a) |z +3|=|z +3i]|

b) arg(z) = 34"1 (mod 2m)

c) arg(z) = - -34£ (mod 27)

Pour chaque affirmation, une seule réponse est exacte. Identifiez-la en justifiant votre réponse,

Exercices
interactifs

€ Vrai ou faux

Vrai ou faux ? Justifiez votre réponse,

zet Z* sont deux nombres complexes.

a) [z+2'|=|z|+|2’|.

b) Si arg(z) = arg(z’) (mod 21), alors z = 2°.

¢) Si z est un nombre réel non nul, alors :
arg(z)=0 (mod 27) ou arg(z) = T (mod 21).

d)Si|z+2- i|= 3, alors M(z) appartient au cercle
de centre A d’affixe — 2 + i etde rayon 3.

3. Lensemble des points M dont I'affixe z vérifie I'éga-
lité |z —i|=|-1~1i] :
a) est une droite  b) est un cercle

€) est un point

4.la droite d représentée ,
ci-contre est l'ensemble des
points M d'affixe z telle que :

a) |z—-4i|=2
b) |z +4i|=|z - 2]
€) |z-4i|=|z+2|

Pour chaque affirmation, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Identifiez-les en justifiant vos réponses.

2. Lensemble des points M d'affixe z telle que |z|=2
et arg(z) = % + kTt ol k décrit 7 est :
a) un cercle b) une demi-droite ) une paire de points
3. Les points A, B et C ont pour affixes respectives :
s

a=1+i,6=2-V3 +Q2+V3)ietc=3v2e 4.
a) Le triangle ABC est équilatéral.
b) Les points O, A, C sont alignés.
€) Le point d'affixe 4i est équidistant de A et C.

AN
' Corrigés sur www.transmathlycee.net/eleve-Terms
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ACTIVITES DE RECHERCHE

m Recherche d'ensemble
u est un nombre complexe donné. Pour tout nombre
complexez, z # 1 et z # i, on pose:
_u-—uz zZ+i

T 2=
Déterminer l'ensemble des nombres com-
plexes z tels que Z, est un réel et l'ensemble des
nombres complexes z tels que Z, est imaginaire pur.
Dans chaque cas, représenter cet ensemble.

et Z,=

1.1l s'agit d'un probléme de détermination d'ensemble.
Les propositions « Z est réel » et « Z est imaginaire pur »
peuvent se traduire de trois fagons chacune:

Z est un réel Z est un imaginaire pur

(1) Im{Z)=0 (i) Re(Z)=0

) =7 @ Z+Z=0

(3) arg(Z)=0oum, | (3) arg (2}=—% ou _"'it_,
Z#0 Z#0

La premiére facon exige le calcul de Im(Z) ou de Re(Z),
en général a partir de |'écriture algébrique z = x + yi, x et
y réels.
Chaisir, parmi ces trois fagons, la mieux adaptée est par-
fois délicat. La présence de u et de son conjugué u dans
I'expression Z, incite a passer par « Z = Z » pour détermi-
ner le premier ensemble.
u-uz

1-z °

a) Justifiezque Z, =
b) Démontrez que :
Z,=2Z, équivauta (u—1u) (1-|z)=0.

2.le raisonnement s‘articule alors ainsi: on note €

I'ensemble recherché ; de ce qui précéde, il résulte que:
«zE€ Eréquivautdc (u—-m(1—-|zP)=0>» [1]

Il s'agit de tirer de [1] une condition sur z.

a) Démontrez que si ¥ — U =0, alors € est 'ensemble C

privede 1.

b) Démontrez que si u—u # 0, alors € est I'ensemble
des nombres complexes de module 1, privé de 1.

¢) Représentez l'ensemble € lorsque u — @ # 0.

3.Pour déterminer le deuxiéme ensemble, on peut
hésiter entre la premiére et la deuxiéme fagon. On
propose de traiter les deux.,

Avec (1)

On pose z=x + yi, avec x et y réels, et on exprime la
forme algébrique de Z,, Z, = X + Yi, en fonction de x et
dey.

Pour le raisonnement, on note & l'ensemble des nombres
complexes z tels que Z, est imaginaire pur.

248  chapitre 8 « Nombres complexes

Apprendre a chercher

2+ yr -1

E 2x
4y -1)2 x4y —1)?
b) Démontrez que F est I'ensemble des nombres com-
plexesz, z # i, z= x + yi, avec x et y réels, tels que :

a) Démontrez que X =

X+ y2 -1=0.
¢) Représentez cet ensemble.

4, Avec (2)

Pour utiliser la deuxiéme fagon, on a besoin de l'expre-
sion de Z,.

a) Calculez Z_2 en fonction du conjugué 7 de z,

b) Calculez Z,, + Z, en fonction de zet Z.

¢) Démontrez que % est I'ensemble des nombres com-
plexes z, z # i, dont le module est égala 1.

d) Interprétez géométriqguement cet ensemble.

m Equation du troisidme degré dans C
On considére le polyndme du troisiéme degré :

Pl2l=2—(3+ 422 - 6(3-2i)z +72i.
IS Résoudre dans C l'équation P(2)=0 [1].

1. Pour résoudre une équation de deuxiéme degré a
coefficients réels, on utilise la méthode générale a laide du
discriminant A . On ne dispose pas d’une telle méthode
pour les équations du troisiéme degré. En revanche, si l'on
connait une solution z, de P(z), on peut chercher a mettre
z — z,, en facteur dans P{(z). Ainsi, 'équation [1] sécrit sous
la forme: (z—zg)(az’ + bz +¢)=0, ou a, b, ¢ sont des
nombres complexes {ou réels).

a) Vérifiez que z, = 4i est solution de |'¢quation P(z) = 0.
a) Développez l'expression (z — zg) (az® + bz + c).

2.Pour avoir Iégalité P(z)=(z - z,)(az> + bz +¢) pour
tout nombre complexe z, on admet qu'il suffit que les
coefficients des termes de méme degré de P(z) et de la
forme développée du polynéme (z -z, (az’ + bz + o)
soient égaux.

a) Déterminez trois nombres g, b, et c tels que, pour tout
zdeC, P(2)=(z - zy)(az’ + bz + ).

b) Achevez la résolution de I'équation P(z) =0.

3. Utilisez la méme démarche pour résoudre I'équation :
322 4+ (14 6)22 +(16 + 2i)2 +32i = 0.

Narration de recherche

=> L'objectif n'est pas seulement de résoudre le probléme posé :
vous devez aussi noter les différentes idées méme lorsqu'elles n‘ont pas

permis de trouver la réponse. Expliquez pourquoi vous avez changé
de méthode et ce qui vous a fait avancer, etc.

(23] Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé
direct (O; 4, V). a et b sont deux réels de lintervalle

T s
]0;?[. Les poirits M et N ont respectivement pour
affixes e et e®.

Faites une figure et déterminez, en fonction de a et b, le
module et un argument de e + ™,

Chercheurs d’hier

Johannes Kepler James Clerk Maxwell
- Chap. 9 - Chap. 11
1400 1500 1600 1700 1800 1900
' EPOQUE MODERNE

L 3

la paternité de la méthode.

« imaginaires » dans son Algébre publiée en 1572.

F\Sme Web serge.mehl.free.fr/chrono/Cardan.html

Voici quelques mathématiciens importants qui ont travaillé dans le domaine de la Géométrie,

[P ¥ R Py e

Jéréme Cardan (ou Girolamo Cardano) eut une vie
mouvementée, ot il fut a la fois médecin, astrologue,
ingénieur et mathématicien. Il inventa notamment
un systéme pour transmettre la rotation d'un axe
un autre, qu'on appelle encore aujourd’hui un cardan.

Il publia, en 1545, Ars Magna sive de regulis algebraicis
oSS (Grand art selon les régles algébriques), ot il étudiait
notamment les équations du troisieme degré. Cette publication suscita
une violente controverse avec Nicolo Tartaglia, qui revendiquait

Pour trouver la solution de certaines équations du troisiéme degré,
Cardan utilisait la racine carrée d'un nombre négatif. Mais

il ne donna pas de statut a ces « nombres impossibles ».

C'est Rafaelle Bombelli qui le fit en introduisant des nombres

www.math93.com/Tartaglia-Cardan.html

X0 on pose 2= sin (26) + 2 cos(6) avec
be|-n;ml.

1. Suivant les valeurs de 8, trouvez le module et un
argument de z.

2, Pour quelles valeurs de 8, z et 1— z ont-ils le méme
module ?

Eux aussi, ils ont |
cherché avant de trouver :

A A PSS TTH Y

Hermann Giinther Grassmann
=>Chap. 10
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Page de titre d'un
des ouvrages de médecine
de Cardan (1578).
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[E¥/) Ensemble de points

onpeteics|

TICE Mathématiques
m Utiliser un logiciel de géométrie dynamique.
m Utiliser un curseur.

m Tester des conjectures.

m Utiliser la notation exponentielle.
m Prouver l'alignement de trois points.
m Démontrer une conjecture.

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O ; 4, V).

Aest le point d‘affixe 1 et B est le point d'affixe i ; © est un réel de l'intervalle [0 ; 27| et M le point d'affixe

z=e",

[} Etude de I'ensemble des points tels que z = e®, 0 €[0; 27|

GeoGebra « reconnait » le nombre complexe /.
On peut donc saisir les affixes de A et B.

1. a) Avec GeoGebra, placez les points A et B.

b) Placez le point M. Pour cela:

e créez un curseur pour 0 entre O et 27 ;

o saisissez z=ea(i*0) ou z=expl(ix0), puis validez ;

e saisissez M = z, puis validez.

ll J/:LJA HGJOJMJ\JW Jlm,

Décochez l'affichage de Iétiquette de z pour quelle
ne se superpose pas a celle de M.

IR bt
[%u

4 r= 057085

2, Activez la trace du point M, puis conjecturez la
nature de I'ensemble € décrit par le point M lorsque
0 décrit lintervalle [0 ; 2] .

3. Démontrez cette conjecture. i s

5] D’autres études d’ensembles

1. P est le point d'affixe 1+ z, ol1 z est I'affixe du point M.

a) Placez le point P et affichez sa trace lorsque 8 décrit l'intervalle [0 ; 2mx].

Saisissez P = (1+ 2).

b) Que peut-on conjecturer sur I'ensemble ‘€’ décrit par le point P lorsque 0
décrit l'intervalle [0 ; 27| ? :
¢) Démontrez cette conjecture.

", ol r est un nombre réel strictement positif.

2. M’ estle point d'affixe 2z’ =re
a) Aprés avoir créé un deuxiéme curseur pour r > 0, placez M’.

Affichez simultanément les traces de M et M’ lorsque 0 décrit I'intervalle [0 ; 27|.
Recommencez en faisant cette fois varier r.

b) Qu'observez-vous ? Expliquez vos observations.

3. S est le point d‘affixe 1+ z + z2, o1 z est I'affixe de M.
a) Placez le point S et affichez sa trace lorsque 6 décrit l'intervalle [0 ; 27[.
b) Conjecturez la position relative des points O, M et S. (O est l'origine du repére.)

1+z+2°

c) Démontrez que pour tout réel O de lintervalle [0 ; 2i[, le nombre complexe est réel.

d) Démontrez la conjecture émise dans la question 3. b).

Chapitre 8 « Nombres complexes

Approfondissement (Jp)

| Prolongements possibles |
—)exercices 102,122 et 123

( [:£:)) Utiliser Iaffixe d’un vecteur

On place dans un repére orthonormé direct (O ; u, v). o Azl @
— A
On rappelle que si AB est un vecteur, alors : / ______
o AB =|zg — z,| (théoreme 7); | 0
osi AB = 0, alors (i, AB) = arg (z; — z,) (théoréme 8). o B(zp)
=

(A Qﬁelques résultats

1. Angle de deux vecteurs
A, B, C, D sont quatre points d‘affixes respectives z,, zg, z., z, telles
que z, # zg et 2. # 7.

=

o|< 4\,'
"
[a}

a) Prouvez que (AB, CD) = (4, CD) - (i, AB). =
b) Déduisez-en que (AB, CD) = arg(z, — 2.) - arg (zg — z,) ) 5- \(\
D
puis que (AB, _['J—}:arg(z':'“zc s
ZB = Zﬁ m |
¢) Déduisez-en une condition nécessaire et suffisante sur I'argument I ] !
Zy-2
du nombre complexe B pour que: LOGIQUE g
B~ “A
— . . Condition L
e le vecteur AB soit colinéaire au vecteur CD {ou que les droites (AB) nécessaire I
et (CD) soient paralléles) ; et suffisante U E
e les droites (AB) et (CD) soient perpendiculaires. 2 L i
oo
2. Cas particulier L
A, B, M sont trois points d'affixes respectives g, b, ztellesque z 2 a et z # b. o
Démontrez MA, MB A5 b) 20 MB]
que L } arg( z—-al MA e
‘Lil
3. Caractérisation de certains triangles A I:
A, B, Csont trois points distincts deux a deux, d'affixes respectives z,, z,, z.. ?/ ]
Démontrez les équivalences suivantes. I:
zZc—2z
a) « ABC est rectangle en A » équivaut 4 « - A est imaginaire pur ». (W)
BT A
Z = ZA f— (
b) « ABCest un tnangle équilatéral direct » équivaut a « o ek i
A " C

[ Applications

1. On désigne par A, B, | les points d'affixes respectives z, =3 +2i, z;=-3 et 2 =1-2i.

Z
a) Ecrivez sous forme algébrique Z = PR
|

b) Déduisez-en que le triangle IAB est rectangle isocéle.

2. On désigne par A, B, C les points d'affixes respectives z, = 2i, zg =~ V3 +i, z. = V3 +1i.
Zy —

a) Ecrivez sous forme algébrique . ¢
Ze— 2y
b) Déduisez-en la nature du triangle ABC.

|
|
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s ()]
Entrainement [¢
J
)
( ELD Analyse fréquentielle des signaux DE TETE @ Q' G3) 2 1 ] %
; [/ ’ Zy=—t iz = o= :
_ o - - T s 2 T 2 -3 ¢
o Un signal périodique de période T est tel que:: : Exemples de signaux Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé G -2-5,, _6+3i 3 w
pour tout réel t, u(t + T)=u(1). 27-périodiques direct (0; u, V). VT3 1-27 ' 3T 344
; 1 o
e La fréquence du signal est = —, exprimée en hertz. o 2 < & .. 3 3
npose z, =2+4ietz,=3-2i. . =2 = —
% €I on pose -, 2 (54 B3 T=a@ " 34 AR g

o La valeur moyenne d’un signal est donnée par la formule :

1 T
Upey =, u(tdlt.

Donnez la forme algébrique des nombres :

m Pour tout nombre complexe z, on pose f(z) = 2% - z

0z, +2z, ez, -2, e 3z, . ais
. avec z = x + yi, x et y réels.
glrt;:\: s o Le mathématicien frangais Joseph Fourier (1768-1830) a montré ) 4 y i 5 3
plus on se | Qu'un signal périodique quelconque, sous certaines conditions, peut (1) signal rectangulaire (41 | Déterminez la forme algébrique de chacun des Démontrez que: flz) p‘;zr partie réelle x* -y - x et
rapproche [se construire mathématiquement comme somme de sa valeur % nombres suivants. pour partie imaginaire y(2x - 1).
dusignal | moyenne et d’'une somme finie ou infinie de fonctions sinusoidales R lGlssSiss a) 20%; (—ivV3)?; 1+’ ) o _ ¢
exact u(t)./ de périodes multiples de T : BRI Gl 3 b) 2i3+5) et 2(3—i)+4(+2). [56 ) Résolvez dans !es équations suwa,nte.s d'incon-
N 2 2 nue z. (Donnez les solutions sous forme algébrique.)
uy(th=a,+ 2, a_cos{mnt) +b_sin{mnt), ol a,=U : ; : iz = i
LUl E SOSIRE ghinica) ey : %3 Quelle est la partie réelle de (2 + 3/) (5 + 4i) ? a)iz=3+I. (11N
K / / b) 2-iz-2i=iz+2-3i. g
Calcul des coefficients a, et b A ) | I
n=n e &Y Quel est le conjugué de i — V2 7 <) (2iz +i)(4z -8 - 4i) = 0. I
L 1. Démontrez que pour tout réel x, d) 2= 2i 4i ! r
i -ix X -ix = . i
v cos)=2"FC ot sin=212C5_. m Donnez le module des nombres suivants. i 1.
(U] 2 2 (2) signal en dents de scie 14i. b 2i 24 d) 2+3i Résolvez dans C les systémes suivants 1
2, w désigne un nombre réel et n un entier naturel telque n=1. ull=t sitE[0;2n a) 1+1. ) 2. <) —2+i. ) 2+31. § g y TN
oc ot iont }{32+z =2-5i b 3z+2'=5+2i
Ll a) Exprimez cos (mnt) et sin(wnt) en fonction de e bet e : " m T —n— b g ) {_ 242 =1-2" o
a,—i a, +i i
5 b) Déduisez-en que a,, cos(wnt) + b, sin(wnt) = —" 3 o glont 4 0 5 gt vants. ! j i
a, —ib a,+ib a)-3.  b)i Q-i. d) (- ivV2)h : > i1
g 3.0npose ¢, =a,=U,,, et pourtoutentiern?l,cn=%et c_n=%. CONJUGUE D'UN COMPLEXE ik ']:
= s iy
W Démontrez que uy(t)= 2, c,e™". €1 sachant que 5 estunargument ACEEi SRR T3 ponnez une forme algébrique du conjugué z du i !.‘
) n=-N argument de chacun des nombres suivant?. complexe z dans chacun des cas suivants. i 1 II
[:1 signal rectangulaire exemple [d signal en « dents de scie » exemple a) 3z. b)-z. ¢z d —. a) z=2+5i. b) ——. F . i | 11
w 9 9 P z i+2 2i +1 '
0 Pour tout entier naturel n =1, on donne: Pour tout entier naturel n =1, ondonne: ; i3 = 2i) e |
1y 1 nT Donnez la forme algébrique de chacun des | d) z=(3-2)(i+1). e) z=— ="', .
' €, =——sin _1; - 2 +1 |
' |: nm ( 2 ) Cp _?I' nombres suivants. i .,"
| i - ; : 2i+1 -2 i
e~ | a) Justifiez que a, = 1 et que, pour tout entier | @)Justifiez que a, =T et que, pour tout entier a) 2¢™. ) 39[_121 0 ef% 3 onnote 7, = ;_,_ 7 B Ip= 12_2; - ‘!
! — naturel n=1, b_=0. naturel n=1, a, =0. " i 5 . ) ||
i - a ] s 1. Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que z, + z, est 1
@) - b) Démontrez que, si n est pair, alors a, =0, et b) Démontrez que, pour tout entier naturel n =1, m Résolvez dans C I'équation z% = — 4. réel et z, — z, imaginaire pur? | i:
i | | < que, sinestimpair, n=2p +1 (p €N) alors : b,=- % . = 2. Retrouvez ces résultats par le calcul. iy
5 . _ N i
{ a, =y 5= 2607 ; ) Déduisez-en que: m Donnez la notation exponentielle de — 2e 5. ’ i
| — T w(2p+1) _ T - ) Ecrivez en fonction de Z le conjugué du nombre B
c) Dedulsez-en que: u4(l‘}—ﬂ—2lsm[t]+ism[ t)+€ sin r)+?sm( t). ; complexe Z'dans chacun des cas sulvants. - 1|

|
Que constatez-vous ? %] | o l/"l)«l > @,[ C’J [4"] \lmcl : ’_I . i
' | NEENECERENEER . Donnezla forme algébrique des nombres complexes ot QUi S e _'2) o

i 2 2 2 L ' _wa -
| U=+ coslll~5reos(30 + grcos(5d). | ) A Ve de GeoGebia,traces fallure de - L'ENSEMBLE DES NOMBRES o] 7 =~1-; bl 2i=g 1 2 i
s d)Al alde de GeoGebra, tracez l'allure de u,, . COMPLEXES fli=Q-AE2-ass)  HZ= 5i+2z l} '

Pour les exercices 50 a 54 3B Rrésolvez dans C les équations d'inconnue z

proposés, ~ i1 |
. <) 2z +iz=4. d)2iz-z=4i. B
A Bz, =-6+ha-20; 2,=6-i; |

z;=(2+ iv3)(2-iV3). - Résolvez dans C les équations dinconnue z. | |

TR Bk | IR b ey 15 et T ] Z41] i) 3 | _i
P 4 . , i a)——=1. — = =4, {4
} BBz -0+06-300-0; 2,=6+7G-2i). Vit v ¥
i i | 252  chapitre 8 « Nombres complexes Chapitre 8 s« Nombres complexes 253 ‘ 1l
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EXERCICES |

EQUATION DU SECOND DEGRE
A COEFFICIENTS REELS

m Résolvez dans C chacune des équations suivantes
d'inconnue z.

a) 2z -6z+5=0,
) z22+z+1=0.

b) 22 -5z +9=0.
d)z2-2z+3=0.
e)zl=2z+1. f) 22 +3=0.

gl 22 -(1+V3)z+V3=0. h)z2+2V2z+4=0.
)+ -4z +4=0. j)Z=
k) Z2-201+V2)z+2(V2 +2) =0

=2,

0 estun réel de l'intervalle [0 ; 27].
1. Résolvez dans C I'équation z% — 2(sin(8))z + 1=0.
2. Donnez les solutions sous forme exponentielle.

m 0 est un réel de l'intervalle [0 ; 27[.
Résolvez dans C les équations suivantes.

a)z2-2(1+2cos0)z +5+4cos0 =0,
b) 22— 2(14+cos0)z + 2(1+ cos0) =0,

AFFIXE D’UN POINT,

AFFIXE D’UN VECTEUR.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
(0;u,v).

m 1. Par lecture graphique, déterminez les affixes des
points A, B, C et D puis ceiles des vecteurs AB et CD

(T T T T
5 : SR
il I ! i -
|
|

I
- .y

e

|

]

o | A j
|| |

|= by

| o

| B D|
| |
2. Que peut on cllre des drontes (AB) et (CD) ? Justlﬁez

1. Placez les points A, B et C d'affixes respectives
a=1+2i,b=-3-jetc=3-2i.

2. Déterminez l'affixe du point D tel que le quadrilatére
ABCD soit un parallélogramme.

G5 1. calculez (14 0%, (14 0)* et (14 0)®.

2. M, est le point d'affixe (1417)", n € N. Pour quelles
valeurs de n, le point M, appartient-il a 'axe des abs-
cisses ?

m Dans chacun des cas suivants, représentez l'en-
semble des points M dont I'affixe z vérifie I'égalité propo-
sée.

a) Re(z)= -
254

b) Im(2) =

FORME TRIGONOMETRIQUE
ET NOTATION EXPONENTIELLE

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

y(O 1. Calculez le mo- [
dule des affixes respec- s
tivesa, betcdes points A, |+ || o]
B et C représentés ci- | | | | f | |
contre. v |

2, Déduisez-en que les | | E !
points A, BetCappartien- | | | | | [ A |
nent a un méme cercle de | 5 '
centre O.

Calculez le module de chacun des nombres com-
plexes suivants.

0z,=-3+4i 02,=V6-iV2 ez;=(V6-IV2)

; ; V6 —iv2
024—(—3+4J](Vrg—lﬁ) .ZS—W
Donnez l'affixe de chaque | ; *.
sommet du carré représenté ci- B \ 8
contre, puis un argument de cha- | v
cune de ces affixes. !»_ ol
[ e ] [

1. Représentez les points A, B, C, D, E, F et G d'affixes
respectives 1+i, - 1-i,5 —3,2i,3-3i, -5/ et 4+ 4i.
2, Donnez, sans calcul, par des considérations géomé-
triques un argument de chacun de ces nombres.

L'hexagone régulier C B
ABCDEF est de centre O.

Donnez l'affixe de chacun
des sommets de I'hexa-
gone, puis un argument Y
de chacune de ces affixes.

o
)
=

E k

Dans chacun des cas suivants, repésentez l'en-
semble des points M dont l'affixe z vérifie I'égalité don-
née,

a) arg(z) = % (mod 27).

b) arg(z) = - % (mod 21).

¢) argliz) = ST‘.T {mod ). d)arg (ﬁ) = % (mod ).

Déterminez, dans chaque cas, un argument dans
-] dez
a)z=(2-2)(1+1).
c)z=-3i(1+1).

b) z=2i(V2 +iVeé).
d) z=(V3 +i).

- 3. Déduisez-en que :

Déterminez, dans chaque cas, une forme trigono-
métrique de z.

a) z=3+3iV3. b) z=2-2iV3.
¢ z=—V2 +iV2. d) z=2-2i.
e}z=—3r V'_ f) z=-75.

2i _ 3
9 z=-3+ M2 Tl
R . L 1+0V3
z=(1 :\E)m;}. i)z= T

Donnez une forme trigonométrique de chacun des
nombres complexes suivants.

a) z,=cos (%)—!SIH(T[) b) zz——cos(g)ﬂ'sin (%)

-cs(5)-14n(3).

d) 24——7Icos 2“)+:sm(2;£)l.

e) z, =sin (%) +icos (l;«) .

Ecrivez sous forme trigonométrique chacun des
nombre complexes suivants.

oo
}z2-(v’_—n/_)( c05(7)+isin(%)).

o) z,=(1+01)2%%(1-))293,

c) z;=

BAGC ' Ondonne les nombres complexes :

1. Donnez une forme trigonométrique de :
ré
1
Z,, Z et —
1 2 22

F4
2. Donnez une forme algérique de z—‘ .
2

V6-V1
T4

VT o (-

COS(12 4 et

141 On considere le nombre complexe :
z=(3 +1)+ (/3 - 1)i.

1. Ecrivez z? sous forme algébrique.

2, Déterminez le module et un argument de z°.

3. A l'aide des propriétés du module et des arguments,
donnez le module et un argument de z.

4, Déduisez-en la valeur exacte de :

cos(]z)et Sln(:ltz)

m LOGIQUE  Implication

Pour chacune des implications suivantes :

a) Dites si elle est vraie.

b) Formulez l'implication réciproque.

) Dites si cette implication réciproque est vraie.

Toutes les réponses doivent étre justifiées.
1.5i|z|=1,alors E=%.

2,S5iz=2z"ouz=-7alors|z|=|z'|.

(72)
w
=
L)
[+ 4
w
>
w

. Z . B A 3
3. Si 6 est réel, alors z est réel ou z est imaginaire pur.

m Donnez une forme exponentielle de chacun des
nombres complexes suivants.

]T (1
L 4 _—2fe3 —“—I)EG .23:_ 2e 5
s i3 . 3i
®Z,= ‘n ®Z, = ‘_n ® Z, = o
£l iy il
e’ 3e " e s
(2

s

f—
€YY onpose z,=e 3, 2 -3e Ttz =G ¥,
Trouvez une forme exponentlelle de chacun des nombres
suivants.

Z Z
1
[ Jav4 e 0 2} e Z,Z2,7 ez .__"2
142 7 1 1252053 3 z
2 2
m Onposezlz—‘!—f et Z2 ?‘I'T

z
. 1 o y
1. Ecrivez = sous forme algébrique, puis sous forme

exponentielle.

- . z .
2. Déduisez-en le module et un argument de ?1—, puisla -

2

valeur exacte de cos-”—n et &in Aw

12 ST i

(86 | B'AG@ Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonormé direct (O; i, V) (unité graphique 4 cm). On _

note A, B, C, D les points d’affixes respectives : il

BB, s |
5 A

3
s
a=1, b=e?3, +—i, d= 5

=

2 2 |
1. Ecrivez ¢ sous forme exponentielle et d sous forme il
algébrique.

2. a) Placez les points A, B, C, D dans le repére. f
b) Démontrez que le quadrilatére OACB est un losange.

Dans chacun des cas suivants, écrivez z sous forme
exponentielle et déduisez-en la forme algébrique de Z et

cellede-1—.
Z 1
a)z=-9_, b) z = (1+iV3)*. |
1+i
il R ’
) z=3ie 3, d)z=—12 ¢, |

A I'aide de la notation exponentielle, retrouvez les
formules trigonométriques doennant :

e cosla + b) et sinfa+b) ;
e cos{a—b) et sin(a - b) ;
e c0os(2a) et sin(2a).

255
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NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

Pour les exercices de cette rubrique, le plan est muni
d’un repére orthonormé direct (O ; 4, V).

m 1. Placez les points A, B, C d'affixes respectives :
1 g

Iy | i

Zy 3~ 2

2, Les points A, B, C sont-ils alignés ?

zg=1+2i, zc=%+6i.

m Dans chacun des cas suivants, on a représenté un
ensemble € de points M du plan dont I'affixe a pour
module r et pour argument 0.,

Caractérisez a l'aide de r ou de 0, ou des deux, cet
ensemble €.

a) E“__ ___5.__. —r—7—1 b) \“ i

%
5

i

<)

=
=}

(o
<
B

m 1. Placez les points A, B, C et D d'affixes respectives :
z,=15i, z;=35+i, z.=1-15ietz;=-25-1.

2. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ? Justifiez.

On donne dans le plan complexe les points A, B et C
d'affixes respectives :

Zy==2, zg=1+i et z.=-1-3i.
1. Placez les points A, Bet C.
2, Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifiez.

m Soit I' I'ensemble des points M du plan complexe
dont I'affixe z vérifie: |z = (2 - )| = V2.

1. On note A le point d’affixe 2 —J.
a) Démontrez que: ME T si, et seulement si, AM = V2.
b) Déduisez-en l'ensemble I'. Représentez I".

2. Déterminez d'une autre facon l'ensemble I" en utili-
sant la forme algébrique de z = x + yi, ol x et y sont
réels,

Chapitre 8 » Nombres complexes

m Sur la figure ci-contre, on a
placé les points A, B, C d'affixes
respectives —i, 2+1i, -1, + 3i, et
les droites médiatrices A et A’
des segments [AB] et [BC] res-
pectivement.

1. Prouvez que:
MREA |z -(-i)|=|z-2-I].
2, Caractérisez de maniére analogue I'appartenance d'un
point M(z) a la médiatrice A".

3. Déterminez et représentez I'ensemble des points M(z)
tels que :
lz+i|=|z-2-i|=|z+1-3i|.

m A est I'ensemble des points du plan complexe d'af-
fixe z telle que :

|z=1-2i|=|z+2-1].
1. On note A et B les points d'affixes respectives 1+ 2i et
—2+i.
a) Démontrez que: M € A si, et seulement si, MA = MB.
b) Déduisez-en l'ensemble A . '

2. Déterminez d’une autre fagon lI'ensemble A en utili-
sant la forme algébrique de z=x + yi, ol x et y sont
réels.

1. Dans chacun des cas suivants, déterminez l'en-
semble des points M du plan complexe dont ['affixe z
vérifie la condition donnée.
a) |z-3|=2.

o) |z-i|=|z+2|

b) |z +2i|=1.
d) |z-(2+1)|=]z|.
2, a) Justifiez que pour tout nombre complexe z,
|z +i|=|z -
b) Déduisez-en l'ensemble des points M du plan com-
plexe tels que: |z +i| = 2.
) Méme question avec:|Z — 2i|=|z + 2|.

Sur la figure ci-dessous, on a représenté les cercles
de centres B et C d'affixes respectives zy=2+i et
z. =~ 2+2i, et passant par l'origine O du repére. On
note I'; et [ ¢ les disques fermés correspondants.

1. Prouvez que:
M(z) €Ty si, et seulement si, |z - 2 - i| < Vs,
2. Caractérisez de maniére analogue l'appartenance du
point M(z) au disque T" ..
3. Caractérisez I'ensemble € des points M(z) tels que :
|z-2-—i|<V5 et|z+2-2i|<2V2.

m Le bras du robot

Le bras d'un robot est formé de |
trois tiges pouvant pivoter (dans
un méme plan) autour des points

A et B, le point A étant fixe. On se 4 Nt

place dans un repére ortho- | 7 +% Q)

normé direct (O; T, V) . L AL 1T l |

I |

1, Calculez les affixes de A, Bet C. ! ; | |
2. On suppose dans cette ques- |* i. ||
tion que : !Vr-i ;-| | |
o] [ [ [

(A8, 0A)=06, 8 Jo; [
a) Démontrez alors que C a pour affixe :
zc=(4sin(B) + 2cos(0)) +i(4 — 2sin(B) + 4 cos(0)).

b) Pour quelle valeur de
0 le bras du robot
atteint-il le point d'af-
fixe 3V2 +i(4+V2) ?
Bras articulé du robot
Opportunity envoyé sur la
planéte Mars. A son extrémité,

se trouvent des instruments
de mesures,

EXERCICES DE SYNTHESE

(99 ] Restitution organisée des connaissances

Prérequis
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé

direct (O; i, V). Si zet 2z’ sont deux nombres complexes
non nuls, alors arg(zz') = arg z + arg 2’ (mod 27).

1.Démonstration
zet z’' sont deux nombres complexes non nuls.
Démontrez que :
a) arg (?) =argz—arg 2’ (mod 2m) ;
b) arg (lz) =—2arg z (mod 2m).
z
2. Application
z est un complexe non nul dimage M. On associe a M le

point M" d'affixe % On note d la demi-droite d'origine O
£

et de vecteur directeur w tel que (U, W) = -%E .

a) Quel est I'ensemble des points M” lorsque M décrit la
droite d privée de O ?

b) Quel est I'ensemble des points M lorsque M’ décrit la
droite d privée de O ?

m Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct

(O; u, v).On atracé dans ce repére la courbe ‘€ représen-
X
Xi=—=1
tion x =1. Au point M d'affixe z, on associe le point M’

daffixe Z=2° - 2(1+i)z.
e
¢l L

tative de la fonction f : x — et la droite d d'équa-

Démentrez que si M est un point de 6, alors M" est un
point de |'axe des abscisses.

A
{1 eAc) :
zest un complexe non nul et 2’ = =2
r4
1. Quelle relation lie les modules de z et 2z’ ? Les argu-
mentsdezet 2 ?

2. Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé
direct (O ; u, V), M est le point d’affixe z, M’ le point d'af-
fixe z’. % est le disque de centre O et de rayon 2, privé de
0. A est le point daffixe a telle que |a|=2 et

arg{a)= % {mod 2m).

a) Quel est I'ensemble des points M’ lorsque le point M
décrit % ?

b) Quel est I'ensemble des points M" lorsque le point M
décrit le segment [OA] privé de O ?

102 Restitution organisée des connaissances

Prérequis. z est un nombre complexe tel que z = a + bi
ol a et b sont deux réels. On note z le conjugué de z tel
que z=a-—bi.

1.Démonstration _

a) Démontrez que pour tous hombres complexes z et z,

zx2'=7Zx7.
b) Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel
n non nul et tout nombre complexe z:

7@
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7))
w
=
O
[+ 4
w
>
W
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2. Application 1
On consideére I'équation (E) : z* = — 4, otz est un nombre
complexe.

a) Démontrez que si z est solution de (E), alors —z et z
sont aussi solutions de (E).

b) On considére le nombre complexe z, =1+ 1.

e Ecrivez z;, sous forme exponentielle.

o Vérifiez que z, est solution de (E).

¢) Déduisez des questions précédentes trois autres solu-

tions de I'équation (E).

3. Application 2

Cette partie utilise les résultats du TD 38, page 251.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

direct (O; G, V).

A, B, C, D ont pour affixes respectives :
2p=1+i,25==1+i, zc=-1-i,z5=1-1.

a) Placez A, B, C, D dans le repére.

b) Soit E le point d'affixe —1+ V3.

Démontrez que le triangle BCE est équilatéral et que

(CE, CB) = <~ (mod 2m).

<) F est le point d'affixe —i(1+ V3).

Z,—Zp
est un réel.

Démontrez que

AT %
Déduisez-en que les points A, E, F sont alignés.

AVEC LES TICE

m Trouver un ensemble de points

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
(O; 4, V). Les points A, B, C ont respectivement pour
affixes 4; 4 + 4i ; 4i. Les points M et N sont définis par
AM = mAB et CN = —mCB, m étant un réel de l'inter-
valle [0;1].

Q est le milieu du segment [MN].

1. Conjecturer avec GeoGebra
a) Créez un curseur pour le paramétre mavec 0 < m <4
{(incrément 0,1).

b) Cr_éfz les points A, B et C et les vecteurs U = AB et
v=CB.
c) Saisissez:

M = A + (m) vecteur (u) et N=C + (— m) vecteur (v).
e) Créez le point £, milieu de [MN] et affichez sa trace.

f) Faites varier m a l'aide du curseur. Quelle ligne semble
décrire le point Q ?

2. Démontrez votre conjecture,

258 chapitre 8 « Nombres complexes

m Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
(O; U, V). Le réel m décrit l'intervalle [0; 4]. P et Q ont
respectivement pour affixes m et (4 — m)i.€ estle cercle
de centre A, milieu de [PQ], et passant par P. La média-
trice du segment [PQ| coupe 6 aux points C et B

(avec (AP, AC) = %) .

On s'intéresse au comportement des points C et B lorsque
m décrit l'intervalle [0 ; 4].

1. Constuisez la figure avec GeoGebra.

« Créez un curseur de paramétre m avec 0<m =<4 (incrément : 0,1).

« Saisissez P=m + 0i et Q =0 + (4 — m)i. Affichez la trace de
BetC.

2. Conjecturer
Faites variez m a l'aide du curseur. Quelles conjectures
faites-vous concernantBet C?

3. Démontrer
1. a) Démontrez que (4, AC) — (G, AP) = -723 ;

b) Déduisez-en que arg(z. — z,) —arg(z, — z,) = —27[— puis
Z.— 2z
que £ Ry
ZP - Z“
¢) Démontrez alors que le point C est fixe en calculant son
affixe.
2. a) Démontrez que B a pour affixe zg = (m - 2)(1-1).
i3
—f—
b) Démontrez que zz=(m-2)e * si 0=m=<2, et
.31
Zg=2-m)e 4 si2<m<4.
) Déduisez-en que B décrit un segment que l'on préci-
sera,

" Prendre toutes
les initiatives

m Le plan complexe est muni d’un repére ortho-
normé direct (O ; 4, V).

M, N, P sont trois points daffixes respectives z, z* et
2,zeC.

Quel est I'ensemble des points M tels que le triangle
MNP est rectangleen P ?

m Déterminez, puis représentez dans le plan com-
plexe, I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie 2*
est réel.

z, et z, sont deux nombres complexes de

module 1, et d’'arguments respectifs o et (.
(2, +2)” ; i
———— est un réel positif ou nul.

Démontrez que
22,

Le jour du BR¢]

@:’\Ie Web

Retrouvez le corrigé
de cet exercice sur le site
www.transmathlycee.net/eleve-TermS

-

{3 Travail en autonomie

=) Rédigez la solution de cet exercice
en vous aidant du guide.

Vrai ou faux

Pour chacune des propositions suivantes, indiquez si elfe est
vraié ou fausse et donnez une démonstration de la réponse
choisie.

D Analyser I'énoncé

Les cing affirmations sont
indépendantes.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé

direct (O; 4, V).

1. A est le point d'affixe 2 - 5i et B est le point d'affixe €<—— D Analyser I'énoncé
7-3i.

Proposition 1. Le triangle OAB est rectangle isocéle.

Il s’agit de traduire une situation
L/ géométrique a l'aide des complexes.

2. On note A I'ensemble des points M d'affixe z telle que :
|z —i|=|z+2il.

Proposition 2. A est une droite paralléle a l'axe des

réels,

3. zest un nombre complexe non nul.

Proposition 3. Si 12[— est un argument de z, alors :
li+z|=1+|z].

4.Soit z=3+iV3,

Proposition 4. Pour tout entier naturel n non nul, z*
imaginaire pur.

D Analyser I'énoncé

n
est &—— Le calcul des premiers termes vous
permet de répondre.
5. z est un nombre complexe non nul.

Proposition 5. Si |z|=1, alors 2? +l2 est un nombre
£

réel.

1. Une figure vous permet de choisir judicieusement les
longueurs et les angles a calculer. Vous pouvez ainsi

z
A__ et son interprétation. z
Zy—Z A
87 CA de

Si vous optez pour le calcul

opter pour le calcul de

= Z, justifiez clairement
Z,—1,

que |Z|= % et arg(Z) = (AE, OA).

2. Notez A et B les points d'affixes i et — 2i, et traduisez le

module de I'affixe d'un vecteur en termes de distance.

‘\ N'oubliez pas de traduire
|z —i|=|z + 2i| en termes
d'équivalence. Donnez la définition

m ; :
3. z a pour argument —, c'est donc un nombre imagi-
9 2 9 exacte de I'ensemble A.

naire pur tel que Im(z) > 0, ou encore de la forme z = jb \
avec b > 0.

4. On peut écrire z sous forme exponentielle et exploiter

. in Justifiez clairement que b >0,
la formule (re’®)" = r"e®

condition indispensable pour
5. Dire que | z| = 1 signifie que z = ¢’®, B € .

Z0OM sur la rédaction q

Z00M sur la rédaction Q

Z00OM sur la rédaction Q

conduire le raisonnement.
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7,
w
=
o
[+
w
>
w
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Le jour du BAC

m Bﬁ%@’) Le plan complexe est muni d’'un repére
orthonormé direct (O ; G, V), d’unité graphique 2 cm.,

On réalisera une figure que l'on complétera tout au long
de l'exercice.

On considére les points A d'affixe /, B d'affixe — 2/ et D
d’affixe 1.

On appelle E le point tel que le triangle ADE est équilaté-
ral direct.

Soit f I'application qui a tout point M d'affixe z{z # i)
22+

associe le point M’ d'affixe z* définie par: z’= P

1. Démontrez que le point E a pour affixe ;
1, V3 ) .

(2 + > (1+1).

2, Exprimez sous forme algébrique I'affixe du point D’

associé au point D par I'application f.

a) Démontrez que pour tout nombre complexe z diffé-

rentdei, (z'+2i)(z—i)=1.

b) Déduisez-en que pour tout point M d'affixe z(z # /) :
BM' x AM =1 et (G ; BM') = — (i ; AM) + k x 27,
onkeZ.

3. a) Démontrez que les points D et E appartiennent au

cercle € de centre A et de rayon V2.

b) En utilisant les résultats de la question 2. b), placez le
point E’ associé au point E par lI'application f. Vous laisse-
rez apparents les traits de construction.

4. Quelle est la nature du triangle BD'E” ? Justifiez.

m @ Dans le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; U, V), on associe & tout point M
d‘affixe znon nulle, le point M" milieu du segment [MM, ]
ol M, est le point d'affixe —} .
Le point M’ est appelé image de M.
1.a) Démontrez que ;

OMx OM, = 1et (G ; OM,) = — (i ; OM) (mod 27).
b) Sur la figure ci-dessous, le point A appartient au cercle
de centre O et de rayon 2.

Construisez le point A’ image de A. (On laissera apparent
les traits de construction.)

Chapitre 8 » Nombres complexes

2. a) Justifiez que pour tout nombre complexe z non nul,
le point M” a pour affixe :

’ 1( 1)
=—lz+—).
z 2z z

b) B et C sont les points d'affixes respectives 2i et —2i.
Calculez les affixes des points B” et C’, images respec-
tivesde B et C.

¢) Placez B, C, B’, C’ sur la figure précédente.
3. Déterminez I'ensemble des points M tels que M’ =M.

4. Prise d'initiative

Démontrez que si M appartient au cercle de centre O et de
rayon 1, alors son image M’ appartient au segment [KL|
ou K et L sont les points d'affixes respectives —1 et 1.

m Bﬁ(}/ Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé direct (O ; U, v) (unité graphique 2 cm).
On considére les points A, B et C d'affixes respectives :

zﬂ=—%+f§,23=z_Aetzc=—3.

Partie A.

1. Ecrivez z, et z,; sous forme exponentielle.

2. Placez les points A, B, C.

3. Démontrez que le triangle ABC est équilatéral.

Partie B. Soit f I'application qui a tout point M d'affixe z
associe le point M’ d'affixe :

’ 1.2
Z =—Iz".
3

On note O, A’, B’, C' les points associés par f aux points
0, A, B, C respectivement.

1. a) Déterminez la forme exponentielle des affixes des
points A’, B et C'.

b) Placez les points A’, B’ et C'.

¢} Démontrez l'alignement des points O, A, B', ainsi que
celui des points O, B, A”.

2. Démontrez que si M appartient a la droite (AB), alors

M’ appartient a la parabole d'équation y = — %xz + %

v
@8 B¢ acm
Pour chaque question, plusieurs réponses peuvent étre
exactes. Justifiez vos réponses.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O; G, V).

1.% est l'ensemble des points M d'affixe z vérifiant
z=1-2i+e% @ ER).

a) € est une droite passant par le point d'affixe 2 — 2i.
b) € est le cercle de centre d'affixe —1+ 2i et de rayon 1.
c) € est le cercle de centre d'affixe 1— 2i et de rayon 1.
d) € est le cercle de centre d'affixe 1— 2i et de rayon V5.

2. fest I'application qui a tout point M d'affixe z associe le
point M’ d'affixe z’'= - iz — 2i.

a) Le point d'affixe —1-2i est un antécédent du point
d’affixe i par f.

b) Si z=—-1-1i, alors les points M et M’ sont confondus.

) Si |z’|=1, alors M est un point du cercle de centre A
d'affixe —2 et de rayon 1.
d) Si arg(z) = T (mod 27) alors le point M’ décrit une
demi-droite.
3.0n considére, dans lI'ensemble des nombres com-
plexes, I"¢quation (E) :

z+|zP=7+i.
a) (E) admet deux solutions distinctes quiont 1 pour par-
tie imaginaire.
b) (E) admet une solution qui a pour partie imaginaire 2.

3in

c) Si z, et z, sont les solutions de (E), alors V2 e 4 est

z
la forme exponentielle du nombre complexe z—' avec
2
Re(z,)) > 0.

@ eic)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O; @, V). On considére I'application fdu plan dans
lui-méme qui, & tout point M d'affixe z, associe le point
M’ d'affixe 2= 22 — 4z,

1. Onnote A et B les points d'affixes respectives z, =1-i
et zg=3+1,

a) Calculez les affixes des points A’ et B’, images respec-
tives des points A et B par f.

b) On suppose que deux points ont la méme image par f.
Démontrez qu'ils sont confondus ou que I'un est I'image
de l'autre par une symétrie centrale que l'on précisera.

2.l est le point d'affixe —3.

a) Démontrez que le quadrilatére OMIM® est un parallé-
logramme si, et seulement si, z2 - 3z +3=0.

b) Résoudre dans C I'équation 2> — 3z +3=0.

3. a) Exprimez z’+ 4 en fonction de z — 2. Déduisez-en
unerelationentre |z’ + 4| et|z — 2|, puisentre arg(z’ + 4)
etarg(z - 2).

b) Les points J et K ont pour affixes respectives z, =2 et
ZK ==%,

Démontrez que tous les points M du cercle 6 de centre J
et de rayon 2 ont leurs images M’ sur un méme cercle
que I'on déterminera.

c) E est le point d'affixe z, = - 4 - 3i.
Donnez la forme trigonométrique de z, + 4 et, a l'aide

du 3. a}, démontrez qu'il existe deux points dont l'image
par festE.

Précisez sous forme algébrique I'affixe de ces deux points.

Le jour du BAC

v
m B‘A‘E’ ' Vrai ou faux
Pour chaque proposition, indiquez si elle est vraie ou fausse.
Justifiez votre réponse.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé
direct (O;4, V). f est l'application qui & tout nombre
complexe z non nul associe le nombre complexe
zZ’=f(2)= (—z—~)2 ;

2]
On note M le point d'affixe z=x+ yi{z # 0) et M" le
point d'affixe z’= x"+ yi’.
X -y 2y

ety'= ;
X +y? X2+ y?

a) x'=

b) « 2’ R » équivaut a « M appartient a I'axe des ordon-
nées ».

c) f[(1+)®] estun réel.

d) Il existe un seul point M tel que M et M’ soient confon-
dus.

@B sRc) acm

Pour chaque question, une seule des trois propositions est
exacte, Justifiez chaque fois votre réponse.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct d'origine O. \

1. Une solution de l'équation 2z + Z =9 +i est:

a) 3 b) i €) 3+i

2. z est un nombre complexe, |z +i| est égal a:

a) |z|+1 b) |z-1] o |iz+1]
3. z est un nombre complexe d'argument @ ; un argu-
ment de —ﬂ est:

Z

13 21 27
a}—?+9 b]—T-FB c]—é——ﬁ

4. n est un entier naturel. Le nombre complexe W3 +i)"
est un imaginaire pur si, et seulement si:

aln=4 b)n=6k+3,kE7 c)n=6k, k=7
5. A et B sont deux points d'affixes respectives i et —1.

Lensembledes points Md'affixe ztelleque |z — i|=|z + 1|
est:

a) la droite (AB) b) le cercle de diamétre [AB]
<) La droite perpendiculaire a [ AB] passant par O

6. Q est le point d'affixe 1-i. Lensemble des points-M
d'affixe z=x+yi vérifiant |z -1+i|=|3-4i| a pour
équation:

a)y=—x+1b) x-1)2+y*=V5

z=1-i+5", 0ER
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Pour aller plus loin

[m Suite et nombres complexes (I}

1.a) (r,) est la suite géométrique réelle de premier
terme r, strictement positif et de raison 2 .

Exprimez r, en fonction de r, etden.

b} (8,) est la suite arithmétique réelle de premier terme

0, appartenant a lO : %I et de raison —2-311 .

Exprimez 6, en fonction de 0, et n.

€) Onpose z, =r,(cosB, +isinB ), nEN.

Sachant que z,, z, et z, sont tels que z,z,z, = 8, déter-

minez le medule et un argument de z, etde z,.

2, Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé

direct (O ; G, V) (unité graphique 4 cm), on appelle M, le

point d'affixe z,,.

a) Placez les points M, M, M, et M.

b) Pour tout n de N, calculez M, M,,,, en fonction de n.

) On pose pour tout entier naturel n, |, = b M. M,,,.
k=0

Exprimez |, en fonction de n et déterminezla limite de |,

quand n tend vers +co.

m Suite et nombres complexes (ll)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

direct (O ; U, V) (unité graphique 1 ¢cm).

On considére les nombres complexes :

Va3 f.(v’E ~1
4 4

Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par A le

point d'affixe z, définie par z, =a"z,.

a )et20:6+6f'.

Partie A

1. Déterminez la forme algébrique de z, etde a’,
2. Déterminez une forme exponentielle de z, et démon-

LT
i

trez que a’ = %e 6.
3. a) Exprimez z,, puis z, en fonctionde z, etde a’.
b) Placez les points Aj, A, A; et A,, images respectives
des nombres complexes z,, z,, z; et z,.

Partie B
Pour tout entier naturel n, on pose |Z,|=1,-
1. a) Démontrez que pour tout entier naturel i,

b) Déduisez-en que la suite (r,) est une suite géomé-
trique dont vous préciserez le premier terme et la raison.
2. Déterminez la limite de la suite (r,) et interprétez géo-
métriquement le résultat obtenu.

3, Déterminez le plus petit entier naturel p tel que
OA, = 107 et dormz’ alors une mesure en radian de
I'angle orienté (i ; OA,).
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m Suite et nombres complexes (ll1)

On considére les nombres complexes z, définis, pour
tout entier naturel n, par :
_ L3, NE

zy=1 et z,,= 2 Y72
On note A, le point d'affixe z.
1. a) Calculez sous forme algébrique les nombres z,, z,,
24, 24, Zo €1 Z4.
b) Dans un repére orthonormé direct (unité graphique
8.cm), placezles points Ay, A, A, A, A, A et A,
2. Pour tout entier naturel n, on pose d, =|z,,,, — Z,/|.

a) Vérifiez que pour tout entier n =1,
3..V3
e (? + IT)(zn i
b) Déduisez-en une relation entre d, et d,_; pour tout

n =1, puis une expression de d, en fonctionde net d,,.

¢) Fournissez une interprétation géométrique des
nombres d . ot

d) On pose L, =2, AA,, ; L, est la longueur de la
P

ligne polygonale de sommets successifs Ay, A, .. A,.

Déterminez L, en fonction de n, puis la limite de L,
quand n tend vers +co.

3. Pour tout entier naturel n, on désigne par a,, l'argu-
ment de z, dans l'intervalle J- 7 ; m].

a) Etablissez une relation entre a, et a,, pour tout
entier n = 1. Déduisez-en l'expression de a,, en fonction
den.

b) Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et A sont-
ils alignés ?

—m mathématique

Les ensembles de Julia

Ces ensembles constituent une trés belle collection
d'images. Ils sont liés aux suites de nombres complexes
définies par la relation de récurrence z,, = zﬁ +c(zetc
étant deux nombres complexes donnés).

Lensemble de Julia correspondant est la frontiére de
l'ensemble des nombres z, pour lesquelles la suite est
bornée, c'est-a-dire telle que :il existe un réel M tel que pour
tout naturel n, |z,|= M.

(La frontiere d'un ensemble est constituée des points qui,
de fagon intuitive, sont « situés au bord » de cet ensemble.)

m Résolution d’'une équation

On pose P(2) = z* — 62° + 2322 — 347 + 26.

1. o est un nombre complexe quelconque.

a) Démontrez que P(ar) = P(a).

b) Déduisez-en que si P(ct) = 0, alors P(t) = 0.

2, a) Calculez P(1+ ).

b) Indiquez deux solutions complexes de I'équation
P(z2)=0.

3.0npose Q(2)=[z - (1+i}][z - (1-1)].

a) Vérifiez que P(2) est le produit du polynéme Q(z) et
d’un polynéme Q,(z} du second degré que l'on détermi-
nera.

b) Résolvez dans C I'équation P(z) = 0.

(1) Dans le plan complexe, M est un point d'affixe
Z=x+yi, x ety réels. Lorsque z 1, on associe au point
52 -2

M le point M’ d'affixe Z telle que: Z = e

1. Exprimez Z + Z enfonctionde z et Z.

2. Démontrez que le point M appartient a l'axe des
ordonnées si, et seulement si, le point M appartient a un
cercle privé d'un point.

m Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé

(0; 0, v).

A tout nombre complexe z = x + yi, z # — 1, on associe
.

le nombre complexe Z = % .

1. Exprimez Z en fonction de Z.

2. a) Justifiez que | Z| =1 équivauta ZZ =1.

b) Démontrez que I'ensemble €, des points M d’affixe z
tels que |Z|=1 est un cercle que l'on construira dans le
repére (O; 4, V).

3.a) J_ustiﬁez que «Z est imaginaire pur» équivaut a
«Z+Z=1n»

b) Déduisez-en l'ensemble €, des points M d'affixe z tels
que Z est imaginaire pur.
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22} Fonctiontrigonométrique etnombres complexes

Dans le plan complexe muni d’'un repére orthonormé
direct (O; 4, ¥), on considére le point A d'affixe 2 et le
cercle ‘6 de centre O passant par A. On note ¢ le nombre
complexe 1+iV3 et o le conjugué de o.

1. a) Démontrez que &% — 40t = 20t — 8.

b) Démontrez que les points B et C d'affixes respectives
o et o appartiennent au cercle G,

2. D est le point de € d'affixe 2¢® ou @ est un réel de
|- 7 ; 7]. On note E le point de %€ tel que (OD, OF) = % :

: — 0
Justifiez que E a pour affixe z; = ae™,

)
w
3.0n note F et G les milieux respectifs des segments L_’
[BD] et [CE]. (S )
a) Justifiez que F a pour affixe z, = % +eetqueGa 5
ae”+a
pour affixe z; = e ﬁ
b) En utilisant la question 1. a), démontrez que :
-2 ¢
z-2 2°

c) Déduisez-en que le triangle AFG est équilatéral.

4. Dans cette question, toute trace de recherche ou d'initia-
tive sera prise en compte.

On se propose de démontrer qu'il existe une position du
point D pour laquelle la longueur du c6té AF du triangle
AFG est minimale.

a) Démontrez que :
AF? = 4 —3cos(0) + V3 sin(6).

b) On considere la fonction f définie sur |- 7 ; ] par:
f(x) =4 - 3cos(x) + V3 sin(x).

Le tableau ci-dessous donne les variations de f sur
lintervalle |- 7t ; m].
Justifiez et complétez le tableau de variation,

x |-m _m ST T {
6 6 il &
¢) Concluez.

@ Nombres complexes et géométrie
Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormé

direct (O; 4, V).
Partie A

A, B, C sont des points d'affixes respectives q, b, c. Les
points A, B, C sont distincts deux a deux. On rappelle que :

(G ;AB)=arg(b—-aq). F
Démontrez que (AB, AC) = arg (g g) (mod 27). ’}
Partie B '
A est le point d'affixe 1+i. A tout point M d‘affixe z non
nulle, on associe le point M’ d'affixe z’'= z%l—: .M

est appelé image de M.

1. a) Déterminez sous forme algébrique I'affixe du point
B’,image du point B d'affixe i.

b) Démontrezque z° # 1.

2. a) Déterminez l'ensemble € des points M pour les-
quels |z'|=1.

b) Déterminez I'ensemble & des points M pour lesquels
z’ est un réel différent de 1.
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