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)	A tout point R de CD correspond un point image P et un seul de AB par la droite Oy
AB et CD ont donc le même nombre de points. C’est superbe !
On comprend aisément que cette étrange propriété s’étend à l’ensemble des segments de droite que l’on peut choisir, des plus petits aux plus grands.
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)b.	Pour que  a x a = 2, en écriture décimale a devrait s’écrire dans sa partie décimale avec un ou plusieurs chiffres de 1 à 9 inclus.

1ère condition :  Il faudrait que le dernier chiffre de la partie décimale (0 à 9 inclus ) multiplié par lui-même donne un nombre se terminant par 0.
Seul 0 répond à cette condition. Ce chiffre ne peut être le seul chiffre décimal,  car 2√2  doit être compris entre 1 et 2.

2ième condition : Si 0 ne peut-être le seul chiffre décimal mais le dernier d’une série, il faut que multiplié par lui-même il ait une retenue qui permette au carré du chiffre qui le précède de donner un nombre se terminant par 0. ( voir le train de Joseph dans Vc16 ). Or 0x0 = 0, donc aucune retenue. L’écriture de 2√2  en base dix n’est pas strictement possible.

Remarque :  il faudrait que 2√2  puisse s’écrire seulement avec une partie entière, cela est possible en base 2√2 :
 (
1
) (
2
√
2
 
)Base dix :                                       1                        2√2                       2                             2 2√2  

 (
Vc16
)Base  2√2 :       0,1                         1                          10                       100                            1000 voir 
 (
1
)        
 (
10
√
10
)  Base 2 :                                            110√10                    10                       1010√10                          11

C’est curieux mais pas très commode
        Pour l’an prochain, ou dans deux ans, ( j’ai perdu trop de temps avec l’ensemble des réels et son écriture décimale, et n’ai donc pu écrire de textes  vraiment cette année ), je redirigerai  mes remarques peut-être sur :
Pourquoi π a une écriture décimale à l’infini.  Base π et radians
	ε  selon le rang et ε = 0 ?     .  A compléter Vc16
	0,999…  ≠ 1    infiniment grand et importance infiniment petit.  A compléter Vc16

Bonjour
Les pages manquantes : 3 et 4 : c’est volontaire, je ne les pense pas vraiment nécessaires.
16,17,18 :   c’est par erreur de manipulation
20 à 23 :  je ne les pense pas vraiment nécessaires.
Page 22 : en base trois j’ai employé 3, ma copie ne me permet pas de corriger cette erreur, ça ne doit pas géner beaucoup la compréhension.

Rappel de Vc16 : ce que j’ai écrit ( plaisir personnel partagé avec quelques membres de la famille et des amis, la partie math est souvent dédaignée) l’hiver 2016-2017 ( l’été les journées sont longues, je n’écris souvent rien, trop fatigué le soir par mes activités et l’âge...) Je me suis lancé un défi avec une question portant sur l’infini qui m’a entrainé plus loin que prévu, jusqu’au problème de cette année.) Je peux te joindre la partie math si tu en étais curieux, pour t’aider à comprendre pourquoi je parle de mimp.

Les décimaux : un nombre qui peut s’écrire avec un nombre fini de chiffres après la virgule.
	Bien sûr c’est le cas de ce qui est présenté, personne ne peut échapper à cette réalité, nous ne pouvons atteindre l’infini avec notre écriture des nombres.  
	Pour faire comprendre que l’on continue jusqu’à l’infini il me semble bien que l’on peut faire apparaitre le mode de construction des nombres sélectionnés ( ici l’ensemble des décimales de [0,1[ ), les points de suspension faisant comprendre que cette construction continue à l’infini, Cantor par exemple dans la démonstration de la dénombrabilité des nombres rationnels emploie ce procédé.
	Pour les Naturels qui accompagnent les Réels dans certains de nos tableaux il en est de même. ( le logotron aussi page 21 )
	Tous les nombres qui posent problème sont dans le sous-groupe des infinis, bien au-delà du sous-groupe 4 écrit.
		Je trouve une des définitions ou explications des nombres Réels : nombre dont l’écriture décimale est finie, non finie et périodique ou non périodique. Bien qu’ayant trouvé plusieurs fois cette définition j’hésitais toujours à croire en ce que j’avais, certaines définitions n’étant pas toujours aussi directe.
	J’ai enfin trouvé la définition des nombres transcendants, les seuls que je ne peux ajouter à ma liste  ( page 18) pour la compléter si nécessaire : ce sont des nombres irrationnels qui ne sont pas algébriques. On me précise : les décimales sont en nombre infini et elles sont totalement imprévisibles.
Propriété des transcendants :ils s’écrivent sous le forme de décimales infinies et non répétitives. Là, avec les différents exemples trouvés, j’ai donc décidé de croire en ce que j’avais découvert.
	Je construis les nombres d’une façon telle que aucun nombre de la famille [0,1[ puisse être oublié. Les 10 chiffres possibles à ma disposition, puis ajoutés à chacun de ces chiffres les 10 chiffres possibles pour créer le deuxième rang (deuxième sous-groupe) ,puis je continue ainsi pour le troisième rang, …..  jusqu’à l’infini. 
	Refuser cette façon de faire pour exprimer l’infini des nombres revient à refuser les démonstrations de Cantor et de ses successeurs qui l’emploient.  C’est d’ailleurs en présentant de cette manière ( les pointillés )les rationnels que Cantor a démontré qu’ils étaient dénombrables.( page 16)
Accepter déjà que la démonstration est valable pour la dénombrabilité est très importante pour moi..
Les nombres  qui ont une écriture cyclique –infinie ( possible puisque les décimaux sont reconnus) ce sont les rationnels périodiques à écriture infinie, compris dans ma liste par construction.
Encore plus nombreux, ayant une partie décimale infinie et non périodique ce sont les irrationnels.
	Je me suis demandé : si N peut-être mis en bijection avec [0,1[ ( donc avec R ) pourquoi N ne pourrait-il être représenté sous une forme telle  que sa dénombrabilité ne soit pas évidente, qu’elle soit cachée, qu’entre les différentes parties de sa nouvelle écriture se glisse des infinis qui pourraient faire dire, comme pour r, qu’entre 2 nombres il y en a toujours un autre …
	J’ai trouvé ceci :
Les nombres commençant par 1 : 1   10    11    12 …. 19    100    101 …..
                                                     par 2 : 2    20    21    22  … 29   200  201  …..
				       par 3 : 3    30    ……………..
				       ………………………………………….
				        Par 9 :  9    90    91    92    …..900   901  …
Bon courage de me supporter à me lire 
Bon weekend à tous

A vous lire

image4.emf
La suite des rationnels périodiques de [0,1 [    ainsi obtenue  que j’appelle P est    1/3         1/6         1/7         2/7         1/9         3/7          5/6         4/7         2/9         1/11   ….   Comme Cantor je désigne cette suite par { r 1 ,   r 2,     r 3 ,   …} , elle est infinie puisque le  dénominateur le plus grand possible est infini, elle est dénombrable et peut être mise en  bijection avec N par l’intermédiaire des indices de r n .    [0,1[ partie équivalente de R S   et P  sont dénombrables, leur union  est dénombrable, vérifions le.       J e vais   unir     [0,1[   et P   en plaçant les éléments   de  [0,1[    aux places 0 et paires et les  nombres de P aux places impaires.  Je désigne ensuite cette suite par { p 1 ,   p 2 , p 3 , …}  . Ce  nouvel ensemble créé s’appellera R P.     R P              0          1/3             0,1            1/6         0, 2          1 /7         0, 3              2/7            0, 4          1/9        ….                P 0             p 1                p 2               p 3             p 4              p 5                p 6              p 7              p 8                   p 9        …..              N          0             1              2              3             4            5              6              7               8                9       ….       R S   ainsi compl été est mis en bijection avec N ,  le  nouvel ensemble R P   est donc  dénombrable.                 Pour que  R S   corresponde bien au R des réels   que j’exige , après y avoir ajouté les  rationnels et obtenu R P   il faut que j’y joigne les irrationnels ( algébriques et  transcendants ).                Cantor a a ussi démontré que l’ensemble des nombres algébriques est  dénombrable,  sa réunion avec R P   dénombrable lui aussi donne un ensemble infini aussi  dénombrable, que je nomme R A .                   Me restent maintenant les nombres  transcendants que   je ne dirai pas venus de  nulle part car ils doivent être bien sur l’axe des nombres, bien ordonnés. J’ai déjà  visiblement dépassé largement les limites de mes connaissances me voici devant ces  derniers.   Le seul que je connais est π,  "ce nombre utile au s age". Je me dis que si tous ont  un nom   l’ordre alphabétique suffit pour les dénombrer, mais je crains qu’ils soient très  nombreux, encore plus nombreux ceux qui sont à découvrir, que même classés en sous - groupe ils deviennent impossible à nommer, si cela n ’est déjà fait.  Leur nom ne suffira  plus pour les dénombrer, il faudra se contenter de leur écriture avec des décimales,  écriture souvent infinie et imparfaite par défaut, il est certain qu ’il existe dans    R S   un  nombre q ui   suit    tous les méandres de cette   écriture.  
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)La suite des rationnels périodiques de [0,1[  ainsi obtenue que j’appelle P est 

1/3         1/6         1/7         2/7         1/9         3/7         5/6         4/7         2/9         1/11   ….

Comme Cantor je désigne cette suite par { r1, r2,  r3, …} , elle est infinie puisque le dénominateur le plus grand possible est infini, elle est dénombrable et peut être mise en bijection avec N par l’intermédiaire des indices de rn.  [0,1[ partie équivalente de RS et P sont dénombrables, leur union est dénombrable, vérifions le.



	Je vais unir  [0,1[ et P en plaçant les éléments de [0,1[  aux places 0 et paires et les nombres de P aux places impaires. Je désigne ensuite cette suite par { p1, p2, p3, …} . Ce nouvel ensemble créé s’appellera RP.



RP         0          1/3          0,1          1/6         0,2        1/7         0,3          2/7          0,4        1/9      ….

            P0           p1             p2             p3           p4         p5             p6            p7            p8                 p9      …..     

	

N          0             1              2              3             4            5              6              7             8             9       ….

 

RS ainsi complété est mis en bijection avec N, le nouvel ensemble RP  est donc dénombrable. 

           Pour que RS corresponde bien au R des réels que j’exige, après y avoir ajouté les rationnels et obtenu RP il faut que j’y joigne les irrationnels ( algébriques et transcendants ).

            Cantor a aussi démontré que l’ensemble des nombres algébriques est dénombrable,  sa réunion avec RP dénombrable lui aussi donne un ensemble infini aussi dénombrable, que je nomme RA.

               Me restent maintenant les nombres transcendants que je ne dirai pas venus de nulle part car ils doivent être bien sur l’axe des nombres, bien ordonnés. J’ai déjà visiblement dépassé largement les limites de mes connaissances me voici devant ces derniers. Le seul que je connais est π,  "ce nombre utile au sage". Je me dis que si tous ont un nom l’ordre alphabétique suffit pour les dénombrer, mais je crains qu’ils soient très nombreux, encore plus nombreux ceux qui sont à découvrir, que même classés en sous-groupe ils deviennent impossible à nommer, si cela n’est déjà fait.  Leur nom ne suffira plus pour les dénombrer, il faudra se contenter de leur écriture avec des décimales, écriture souvent infinie et imparfaite par défaut, il est certain qu’il existe dans  RS un nombre qui suit  tous les méandres de cette écriture.
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  Je tr ace 0x     droite des nombres sur laquelle je place le point 1.     Je trace l’axe 0y faisant un angle aigu avec 0x . Sur 0y je place un point N 1   tel  que 0N 1   soit le 1/3 de n, valeur  arbitraire , puis un point N 2   tel que N 1   N 2  = 1/3 n, puis  vers y un point N tel que N 2 N = 1/3 n. 0N représent e   donc la  valeur   n,  ( 3/3 n ) .     Je joins N   1. En construisant des parallèles à N 1 à partir de N 1,   N 2   (ici par la  méthode des parallélogrammes) j’obtiens  précisément  les points 1/3 et 2/3 s ur l’axe  0x.  

Compléments   :    1 -   Placer exactement les points 1/3 et 2/3 sur l’axe des nombres.  

N 1  

N 2  

x  

y  

20  
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Je tr
ace 0x
 
 droite des nombres sur laquelle je place le point 1.
Je trace l’axe 0y faisant un angle aigu avec 
0x .
 Sur 0y je place un point N
1
 tel que 0N
1
 soit le 1/3 de n, valeur 
arbitraire
, puis un point N
2
 tel que N
1
 N
2 
= 1/3 n, puis vers y un point N tel que N
2
N = 1/3 n. 0N représent
e
 donc la 
valeur
 n, 
(
3/3 n
)
.
Je joins N
 1. En construisant des parallèles à N 1 à partir de N
1,
 N
2
 (ici par la méthode des parallélogrammes) j’obtiens 
précisément 
les points 1/3 et 2/3 sur l’axe 0x.
) (
Compléments
 
: 
 1
-
 Placer exactement les points 1/3 et 2/3 sur l’axe des nombres.
)[image: E:\les tiers.jpg]
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Compléments   :  2 -   Placer exactement le point   2 √2  sur l’axe des nombres.    

     Je construis un triangle  rectangle  isocèle   dont les côté égaux valent l’unité  choisie sur ma droite des nombres, son hypoténuse vaut  alors  2 √2  . Je reporte cette  valeur   2 √2  à partir de 0 sur ma droite des nombres.  2 √2  a une et une seule place  bien précise sur cet axe, et aucun nombre à écriture  décimale même infinie ne  correspond à cette place   .   J’aurais   pu faire la diagonale d’un carré de côté 1 unité, ce qui revient au  même, le triangle isocèle étant l a moitié  de  cette figure. , l’hypoténuse de l’un  devenant la diagonale de l’autre.    

2 1  
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Je construis un triangle 
rectangle 
isocèle
 dont les côté égaux valent l’unité choisie sur ma droite des nombres, son hypoténuse vaut  alors 
2
√
2  .
 Je reporte cette valeur  
2
√2  à partir de 0 sur ma droite des nombres. 
2
√2  a une et une seule place bien précise sur cet axe, et aucun nombre à écriture 
décimale même infinie ne correspond à cette place .
J’aurais
 pu faire la diagonale d’un carré de côté 1 unité, ce qui revient au même, le triangle isocèle étant l
a moitié 
de cette 
figure.
,
 l’hypoténuse de l’un devenant la diagonale de l’autre.
 
) (
Compléments
 
:  2
- Placer exactement le point  
2
√2  sur l’axe des nombres.
)[image: E:\racine carrée.jpg]
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Supplément     1 -   Pourquoi 1/3 ne s’exprime pas précisément en écriture décimale   ?   Souvenons - nous   ( Vc16 )   :                1   1/3       a)   1/3 est <1   b)   En écriture décimale il s’écrit avec un ou plusieurs  chiffres de 1 à 9 inclus dans sa  partie décimale   Pour que le retour à 1 puisse se faire il faudrait   1 ère   condition   :   que le dernier   chiffre de la série décimale     multiplié par 3 donne         un nombre se terminant par 0.   Aucun chiffre de 1 à 9 multiplié par 3 donne un nombre terminé par 0, seul 0  étrang er à ma liste de chiffres possibles donne un tel résultat. La première  condition ne pouvant être réalisée l’écriture décimale stricte est impossible. Voir  aussi Vc16 et l’   mimp.              En base trois cela est possible avec 1 et 2   :         1 x 3  =  10         2 x   3   = 20     En écriture tricimale cela donne   :         0,1 x 3  =  1         0,2  x 3  = 2                   voir Vc16     2 -     Pourquoi    2 √2  ne s’exprime pas précisément en écriture décimale   ?     Souvenons - nous   :  2 √2    =   a    avec     a 2 = 2    ou    ( 2 √2   ) 2   = 2   a.     A ( 2 √2   )   est compris entre 1 et 2   2 √ 1 =  1   2 √ 4 =  2  

÷ 3  

x3  

2 2    
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)Supplément



1- Pourquoi 1/3 ne s’exprime pas précisément en écriture décimale ?

Souvenons-nous ( Vc16 ) : 

 (
÷
3
)		

		

1  (
x3
)1/3





a) 1/3 est <1

b) En écriture décimale il s’écrit avec un ou plusieurs  chiffres de 1 à 9 inclus dans sa partie décimale

Pour que le retour à 1 puisse se faire il faudrait

1ère condition : que le dernier chiffre de la série décimale  multiplié par 3 donne        un nombre se terminant par 0.

Aucun chiffre de 1 à 9 multiplié par 3 donne un nombre terminé par 0, seul 0 étranger à ma liste de chiffres possibles donne un tel résultat. La première condition ne pouvant être réalisée l’écriture décimale stricte est impossible. Voir aussi Vc16 et l’ mimp.

          En base trois cela est possible avec 1 et 2 :

			1 x 3  =  10

			2 x 3   = 20

	En écriture tricimale cela donne :

			0,1 x 3  =  1

			0,2  x 3  = 2                   voir Vc16



2-  Pourquoi   2√2  ne s’exprime pas précisément en écriture décimale ? 

Souvenons-nous : 2√2  =  a    avec     a2= 2    ou    (2√2 )2 = 2

a.  A (2√2 ) est compris entre 1 et 2

2√1 =  1

2√4 =  2

b.  (
2
3
)Pour que  a x a = 2, en écriture décimale a devrait s’écrire dans sa partie décimale avec un ou plusieurs chiffres de 1 à 9 inclus.



1ère condition :  Il faudrait que le dernier chiffre de la partie décimale (0 à 9 inclus ) multiplié par lui-même donne un nombre se terminant par 0.

Seul 0 répond à cette condition. Ce chiffre ne peut être le seul chiffre décimal,  car 2√2  doit être compris entre 1 et 2.



2ième condition : Si 0 ne peut-être le seul chiffre décimal mais le dernier d’une série, il faut que multiplié par lui-même il ait une retenue qui permette au carré du chiffre qui le précède de donner un nombre se terminant par 0. ( voir le train de Joseph dans Vc16 ). Or 0x0 = 0, donc aucune retenue. L’écriture de 2√2  en base dix n’est pas strictement possible.



 (
1
)Remarque :  il faudrait que 2√2  puisse s’écrire seulement avec une partie entière, cela est possible en base 2√2 :

 (
2
√
2
 
)Base dix :                                       1                        2√2                       2                             2 2√2  



 (
Vc16
)Base  2√2 :       0,1                         1                          10                       100                            1000 voir 

 (
1
)

 (
10
√
10
)  Base 2 :                                            110√10                    10                       1010√10                          11



C’est curieux mais pas très commode

        Pour l’an prochain, ou dans deux ans, ( j’ai perdu trop de temps avec l’ensemble des réels et son écriture décimale, et n’ai donc pu écrire de textes  vraiment cette année ), je redirigerai  mes remarques sur :

	Pourquoi π a une écriture infinitésimale.  Base π et radians

	ε  selon le rang et ε = 0 ?

	0,999…  ≠ 1        infiniment grand et importance infiniment petit.


image1.emf
Je peux représenter  les  entiers naturels   sur un axe   :   0        1        2        3        4        5        6        7        8        9      10      11      12      13      14         +        +        +        +        +        +        +        +          +        +        +        +        +        +        +     Leur  image pour moi est une suite de pointillés   :   0      1       2       3        4        5       6       7        8       9      10      11   12      13    14      15     .        .          .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .           .        Une symétrie par rapport à 0 crée les entiers relatifs.  j e me contenterai de  travailler avec les naturels,, pour la simp licité et parc e que rien ne change pour les  observations et découvertes.     Les entiers sont en nombres infinis, je peux toujours en ajouter à ma liste, avec  une limite 0 et une autre ∞, au "loin " pour les naturels.         L’ensemble des nombres réels R *    (ici   aussi, pour les mêmes raisons que pour les  naturels, je vais me limiter aux nombres positifs) est porté sur un axe qui supporte tous  les points correspondant à un élément de R.    0        1        2        3        4        5        6        7        8          9      10      11      12      13     14        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +          +        0,5                          π                               20/3                                                                     13,75       Pour continuer mes "recherches " il faut que j’accepte que les règles de l’∞ ne  sont pas toujours les mêmes que celles des nombres correspondants à des ensembles  finis. Le premier exe mple est celui  présenté  page 64   de VC16.   Rappel   :            

 

3    


Document_Microsoft_Office_Word1.docx
 (
3
)Je peux représenter les entiers naturels sur un axe :

0        1        2        3        4        5        6        7        8        9      10      11      12      13      14     

+        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +



Leur  image pour moi est une suite de pointillés :

0      1       2       3        4        5       6       7        8       9      10      11   12      13    14      15  

.        .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .         .   

	Une symétrie par rapport à 0 crée les entiers relatifs. je me contenterai de travailler avec les naturels,, pour la simplicité et parc e que rien ne change pour les observations et découvertes.

	Les entiers sont en nombres infinis, je peux toujours en ajouter à ma liste, avec une limite 0 et une autre ∞, au "loin " pour les naturels.



	 L’ensemble des nombres réels R*  (ici aussi, pour les mêmes raisons que pour les naturels, je vais me limiter aux nombres positifs) est porté sur un axe qui supporte tous les points correspondant à un élément de R. 

0        1        2        3        4        5        6        7        8        9      10      11      12      13     14     

+        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +        +

    0,5                          π                           20/3                                                                 13,75



	Pour continuer mes "recherches " il faut que j’accepte que les règles de l’∞ ne sont pas toujours les mêmes que celles des nombres correspondants à des ensembles finis. Le premier exemple est celui présenté  page 64 de VC16.

[image: ]Rappel :











 (
4
) (
A tout point R de CD correspond un point image P et un seul de AB par la droite 
Oy
AB et CD ont donc le même nombre de points. C’est superbe !
)



On comprend aisément que cette étrange propriété s’étend à l’ensemble des segments de droite que l’on peut choisir, des plus petits aux plus grands.

image1.jpeg

En géométrie euclidienne, par 2
points distincts ne peut passer qu'une

seule droite.

CD=3AB Tous deux, bien
quayant un début et une fin, sont
constitués d'une infinité de points.

Atout point M de AB
correspond un point image et un seul

N de CD par la droite Ox.

Atout point R de CD correspond un point image P et un seul de AB par la
droite Oy

AB et CD ont donc le méme nombre de points. C'est superbe !
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  Oui, d’après certains articles, cours et travaux  *   présentés sur internet   : c’est  l’ensemble de tous les nombres dont l’écriture décimale  est   finie, non finie et périodique  ou non périodique.   *   : par exemple, pour démontrer   que R n’est pas dénombrable Cantor et ses successeurs  travaillent sur R S   (voyez sur internet). Je comprends la technique mais ai du mal à  accepter leur conclusion,  Appliquée à ce que je propose (page 9) cette technique  confirmerait plutôt son bien fondé,  et le classement page 15 permet de trouver  facilement le rang dans la suite proposée du nombre créé par la diagonale de Cantor.   Pourtant , je vais essayer d’aller un peu plus loin.     Pour moi certains nombres ne sont pas véritablement pris en compte dans  cette   définition prise à la lettre   ;    dans Vc16 (page   48   ) je parle par exemple de 1/3 qui, en  base dix, ne correspond sur la droite des nombres jama is précisément à un nombre  même à écriture décimale infinie cyclique    0,333…  ou non   alors qu’il peut - être p lacé  précisément en base six par exemple   :  0,2.  Je montrerai un peu plus loin que cette  position peut - être trouvée précisément.   Pour l’instant j’appellerai cet  ensemble R S   c'est - à - dire ensemble R simplifié.   Puis - je joindre les nombres rationnels périod iques à ma liste   ?     Là je me tourn e    vers Cantor qui a démontré   la   dénombrabilité des nombres  rationnels.      
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16
)	Oui, d’après certains articles, cours et travaux * présentés sur internet : c’est l’ensemble de tous les nombres dont l’écriture décimale est finie, non finie et périodique ou non périodique.

* : par exemple, pour démontrer que R n’est pas dénombrable Cantor et ses successeurs travaillent sur RS (voyez sur internet). Je comprends la technique mais ai du mal à accepter leur conclusion, Appliquée à ce que je propose (page 9) cette technique confirmerait plutôt son bien fondé, et le classement page 15 permet de trouver facilement le rang dans la suite proposée du nombre créé par la diagonale de Cantor.

Pourtant, je vais essayer d’aller un peu plus loin.

	Pour moi certains nombres ne sont pas véritablement pris en compte dans cette définition prise à la lettre ;  dans Vc16 (page 48 ) je parle par exemple de 1/3 qui, en base dix, ne correspond sur la droite des nombres jamais précisément à un nombre même à écriture décimale infinie cyclique  0,333… ou non alors qu’il peut-être placé précisément en base six par exemple :  0,2.  Je montrerai un peu plus loin que cette position peut-être trouvée précisément.  Pour l’instant j’appellerai cet  ensemble RS c'est-à-dire ensemble R simplifié.

Puis-je joindre les nombres rationnels périodiques à ma liste ?

	Là je me tourne  vers Cantor qui a démontré la dénombrabilité des nombres rationnels.
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Si on écrit les nombres dans P'ordre résultant de la ligne
brisée tr et si on barre les nombres déja rencontrés,
chaque nombre rationnel pos tif figure nécessairement une
fois et une seule fois. On obtient ainsi la suite des nombres
rationnels positifs

R
L2 5 53,48 84

Si I'on désigne cette suite par { ry, g, 'y, .. }, il est évi-
dent que {0, — ry, ry, — g7, ... } estPensemble de tous
les nombres rationnels. Nous avons donc démontré que
Iensemble est dénombrable.

_Le deuxiéme théoréme de Cantor établit la dénombra-
bilité d’un ensemble de nombres encore «plus vaste». Mais
rappelons d’abord qu'on appelle nombre algébrique
tout nombre qui est zéro d’un polynome

1,

e n :
f(@) = an 2" + an-12" + . + 012 + a9

lequel tous les ay sont des nombres rationnels
et ay # 0. Les nombres rationnels et leurs racines
ne constituent qu’une partie des nombres algébriques.

Théoréme 2. —
est dénombrable.

Yensemble des nombres algébriques

(On s’en tiendra aux nombres algébriques réels, encore

SRR < e

§ 2. TROIS EXEMPLES REMARQUABLES 7

que le théoréme et la démonstration soient également vala-
bles pour les nombres algébriques complexes).

Soit f(x) un polynéme comme défini ci-devant et sup-
posons en outre @ > 0, ce qui n’est pas une restriction
de généralité. Appelons «rang du polyndme » le nombre
positif 7 :

Flag |+ lal-

r='n+|gal+ [ @n-1 |+ -
11 est manifeste que 7 est un nombre entier > ik
Comme (n < ret que chaque lax| < r, pour toute
valeur donnée de r, il nexiste qu’un nombre fini de poly-
nomes de ce rang, donc un nombre fini de nombres algé-
briques. I1 est par conséquent possible de ranger les nom-
bres algébriques en une suite. \/
Pour 7= 2, on a les polynomes x et 2, donc un unique

nombre algébrique, 0.
e 1,.n71,31,

Pour r = 3, on a les polyndmes 22,
donc, comme nouveaux nombres algébriques réels,
et + 1.

Pour r = 4, les nouveaux nombres
obtenus sont, par ordre de grandeur ¢

algébriques réels
issante :

—2,—h+h+2.

Pour r = 5 on obtient :
3,—31—15,—V2,
— 34+ 35,142,421

Ainsi de suite pour r = 6, ...

Lorsque r parcourt la suite des nombres naturels et que
pour chaque rang on ne relient que le nombre fini des
nouveaux nombres algébriques venant s'ajouter, on
obtient une suite de nombres algébriques différents;
comme en outre tout polynéme a un rang, tous les nom-
bres algébriques figurent dans la suite. Le théoreme: est
donc démontré.

La notion d’ensemble dénombrable conduit également,

Kamke. — Théorie des ensembles 2

e |
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A 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Puisque la formation méme d’'un ensemble crée une
nouvelle chose, une nouvelle notion (par exemple, le
nombre complexe formé par un couple ordonné de nom-
bres réels), Uensemble doit atre distingué de chacun de ses
éléments, méme lorsque ensemble ne comporte qu'un
élément. On note donc: m € M entraine m # M et, en
particulier, dans tous les cas m # {m }

1es ensembles suivants sont en conséquence dénués de
sens, parce que contradictoires en soi :

(x) tout ensemble se comprenant lui-méme comme
Glément.

() Vensemble de tous les ensembles, parce qu’il
deyrait se renfermer lui-méme comme élément.

(y) Pensemble de tous les ensembles ne se contenant
pas eux-mémes comme léments (Russell), parce que cet
ensemble, d’aprés ce qui vient d’étre dit, n'est pas autre
chose que Pensemble cité sous (B) (V)

11 est du reste bien connu qu’un assemblage de mots,
grammaticalement correet, peut n’avoir en réalité ancun
sens (cercle carré).

Une premiére et grossiere classification des ensembles
distingue les ensembles finis et les ensembles infinis
o transfinis selon qu'ils contiennent un nombre fini
ou un nombre non fini d'éléments.

Parmi les ensembles infinis une importance particu-
libre est accordée a Iensemble des nombres naturels, que
I'on peut s'imaginer donnés dans Pordre naturel 1,2,3, ...
on dit que ¢’est un ensemble dénombrable. En général,
un ensemble infini E est dit dénombrable si et seulement
il peut dtre mis sous la forme d’une suite

{ my, Mg, Mg, - }

() On peuat aussi raisonner comme suit : I'ensemble devrail
(disjonction logique) ou se contenir lui-méme comme ¢élément ou
he pas se contenir lui-méme comme élément. Mais alors, par défi-
nition, dans le premier cas il ne devrait pas se renfermer lui-méme
omme ¢lément ct, dans le deuxidme cas, il devrait précisément se
venfermer comme élément.

5

§ 2. TROIS EMPLES REM \IH_!I'»\ULI%‘-
Cest-a-dire si on peut faire correspondre, par un procédé
bien défini, a chaque élément m de Uensemle E un nombre
naturel et un seul et @ chaque nombre naturel un élément m
et un seul de Uensemble E.

Les caractéres se trouvant dans toutes les imprimeries de la
Terre forment un ensemble fini, «si grand » soit le nombre de ses
éléments. 11 en va de méme pour les volumes de la « bibliothéque
universelle » de K. Lasswitz (Cristaux de réve) dont le Dbibliothé-
caire, méme s'il se hatait le long des rayons A la vitesse de la
lumicre, n’'atteindrait le dernier volume qu’au bout de 101 199 82
années. Les nombres premiers forment un ensemble dénombrab]
De méme Pensemble des nombres pairs est dénombrable, puisqu’il
peut étre écrit sous la forme de la suite :

(0,—2+2—h+ 4}

Si un ensemble est fini ou dénombrable, on Tappellera

au plus dénombrable. S'il n’est ni fini, ni dénom-
brable, on Pappellera non dénombrable.

§ 2. Trois exemples remarquables
d’ensembles dénombrables

Des Pune de ses premibres ceuvres sur la théorie des
ensembles, G. Cantor avait démontré la dénombrabilité
de 2 ensembles auxquels, a premiére vue, on reconnait
difficilement cette propriété.

Théoréme 1. — Lensemble des nombres rationnels est
dénombrable.

Démonstration. — Ne considérons d’abord que les nom-
bres rationnels positifs. On peut se les imaginer écrits
par ordre de grandeur : d’abord tous les entiers, ¢’est-a-
dire toutes les fractions ayant 1 comme dénomihateur,
ensuite toutes les fractions ayant 2 comme dénominateur,
ensuite toutes les fractions ayant 3 comme dénominateur,

ot ainsi de suite. On obtient alors les suites :
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  Je vais donc adapter   à mon cas la démonstration de C antor. Je ne dois pas oublier  que je suis dans l’intervalle [0,1[ je vais donc devoir  éliminer beaucoup plus de fractions  qu’il ne le fait   :      Toutes les fractions égales ou supérieures à 1 sont à proscrire, c'est - à - dire toutes  celles  dont le numérateur est  ≥  au dénominateur.      Toutes les fractions restantes qui sont déjà représentées par leur écriture  décimale, c'est - à - dire avec une partie décima le finie. Je peux donc supprimer  toutes celles dont    -   dénominateur est égal à 2 et aux  puissances  de 2   -   dénominateur est égal à 5 et aux  puissances  de 5   -   dénominateur est égal  aux multiples de 2 et   de   5 ou   de   leurs puissances  uniquement.   En  rouge   les éléments éliminés          1             2             3             4             5             6             7             8             9         ….        1/2        2/2           …          1/3        2/3            3/3          …..          1/4                     ….          1/5          ….           1/6            2/6           3/6         4/6              5/6          6/6        …..          1/7           2/7          3/7           4/7             5/7          6/7          7/7       …..          1/8           2/8              …..           1/9           2/9             3/9              4/9              5/9        6/9        7/9         8/9           9/9      …                                                
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1
7
)	Je vais donc adapter à mon cas la démonstration de Cantor. Je ne dois pas oublier que je suis dans l’intervalle [0,1[ je vais donc devoir  éliminer beaucoup plus de fractions qu’il ne le fait :

· Toutes les fractions égales ou supérieures à 1 sont à proscrire, c'est-à-dire toutes celles  dont le numérateur est ≥ au dénominateur.

· Toutes les fractions restantes qui sont déjà représentées par leur écriture décimale, c'est-à-dire avec une partie décimale finie. Je peux donc supprimer toutes celles dont 

- dénominateur est égal à 2 et aux  puissances  de 2

- dénominateur est égal à 5 et aux  puissances  de 5

- dénominateur est égal  aux multiples de 2 et de 5 ou de leurs puissances uniquement.

En rouge les éléments éliminés

     1             2             3             4             5             6             7             8             9       ….

    1/2        2/2           …



    1/3        2/3          3/3          …..



    1/4                   ….



    1/5          ….



     1/6           2/6           3/6         4/6          5/6        6/6        …..



    1/7           2/7          3/7           4/7          5/7        6/7         7/7       …..



    1/8           2/8            …..

  

  1/9           2/9            3/9           4/9           5/9       6/9       7/9         8/9         9/9   …                                            


