
Corrigé ESCP 2016 

Exercice 1 

1) AͿ Coŵŵe souǀeŶt, l͛eǆeƌĐiĐe de ŵatƌiĐe ĐoŵŵeŶĐe paƌ de siŵples ĐalĐuls. Le ďut est de 
pouvoir réutiliser les résultats daŶs les ƋuestioŶs suiǀaŶtes, Đelle d͛apƌğs ĐoŵŵeŶçaŶt 
d͛ailleuƌs paƌ « En déduire ». 

ଶܣ  = (Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ)(Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ) = (ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ͵) 

ଷܣ  = (ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ͵)(Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ) = (ͳ ͳ ͵ͳ ͳ ͵͵ ͵ ͷ) 

ଷܣ  − ଶܣ − ܣʹ = (ͳ ͳ ͵ͳ ͳ ͵͵ ͵ ͷ) − (ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ͵) − (Ͳ Ͳ ʹͲ Ͳ ʹʹ ʹ ʹ) = (Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ) 

ଷܣ  − ଶܣ − ܣʹ = Ͳ 

B) Attention ! Gros piège dans la rédaction ! Depuis que la notion de polynôme annulateur 

est au programme des prépas ECT, les rapports du jury déplorent que de nombreux 

candidats écrivent « le polynôme annulateur » au lieu de « un ». Il faut bien penser à ce 

détail pour ne pas perdre bêtement sur une question aussi facile. 

 

D͛apƌğs ϭ.aͿ oŶ a ܣଷ − ଶܣ − ܣʹ = Ͳ . On pose ܴሺܺሻ = ܺଷ − ܺଶ − ʹܺ. 

Ainsi on obtient : ܴሺܣሻ = ଷܣ − ଶܣ − ܣʹ = Ͳ 

 ܴሺܺሻ = ܺଷ − ܺଶ − ʹܺ est donc un polynôme annulateur non nul de la matrice A. 

 

C) Pouƌ l͛iŶstaŶt, l͛eǆeƌĐiĐe est tƌğs siŵple pouƌ ŵettƌe eŶ ĐoŶfiaŶĐe ŵġŵe les ĐaŶdidats les 
plus faibles en maths. Pour déterminer les valeurs propres de à partir de un de ses 

polǇŶôŵes aŶŶulateuƌs, il suffit d͛eŶ tƌouǀeƌ les ƌaĐiŶes. 
 

On a : ܴሺܺሻ = ܺଷ − ܺଶ − ʹܺ = ܺሺܺଶ − ܺ − ʹሻ 
La première racine de R est donc X = 0. 

Calculons maintenant les racines de ܺଶ − ܺ − ʹ avec la méthode du discriminant. 

 ∆= ܾଶ − Ͷܽܿ = ሺ−ͳሻଶ − Ͷ ∗ ͳ ∗ ሺ−ʹሻ = ͳ + ͺ = ͻ 

ଵݔ = −ܾ + √∆ʹܽ = ͳ + ͵ʹ = Ͷʹ = ଵݔ ʹ = ʹ 

ଶݔ = −ܾ − √∆ʹܽ = ͳ − ͵ʹ = −ʹʹ = −ͳ 



ଶݔ = −ͳ 

Les racines de R sont donc 0, -1 et 2. 

D) Petite astuce pour vérifier vos résultats concernant les valeurs propres possibles de la matrice. 

BieŶ souǀeŶt, plus loiŶ daŶs l͛eǆeƌĐiĐe, le sujet pose une matrice D. Cette matrice D est une matrice 

diagoŶale ;d͛où le DͿ ĐoŶteŶaŶt les ǀaleuƌs pƌopƌes possiďles de la ŵatƌiĐe doŶĐ ǀous Ŷ͛auƌez Ƌu͛à 
regarder cette matrice pour vérifier que vous ne faîtes pas de conneries. 

Les valeurs propres possibles de la matrice A correspondent aux racines de R. 

Les valeurs propres possibles de A sont donc -1, 0 et 2. 

2)A) Ici, le sujet est gentil avec vous et demande simplement de vérifier que les vecteurs indiqués 

sont bien des vecteurs propres de A. Vous Ŷ͛aǀez aloƌs plus Ƌu͛à ǀĠƌifieƌ Ƌue l͛oŶ ƌetƌouǀe la foƌŵule 
dĠfiŶissaŶt uŶ ǀeĐteuƌ pƌopƌe, Đ͛est-à-dire ܺܣ = �ܺ. Attention cependant, là aussi beaucoup de 

candidats perdent des points bêtement sur la rédaction. Il ne faut pas oublier de préciser que le 

vecteur propre est un vecteur non nul. 

Petite astuce au cas où le sujet ne les donne pas directement. Comme pour les valeurs propres, le 

sujet ǀa poseƌ plus loiŶ uŶe ŵatƌiĐe P dîtes de passage ;d͛où le PͿ ĐoŶstituĠe des ǀeĐteuƌs pƌopƌes de 
la matrice. Si jaŵais ǀous Ŷe les tƌouǀeƌ pas, ǀous pouǀez juste jeteƌ uŶ Đoup d͛œil plus loiŶ pouƌ 
avoir la solution. 

ܣ ଵܷ = (Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ)( ͳͳ−ͳ) = (−ͳ−ͳͳ ) 

On a ܣ ଵܷ = − ଵܷ. On a donc bien ଵܷ ≠ Ͳ qui est un vecteur propre de A de valeur propre associée �ଵ = −ͳ. 

ܣ ଶܷ = (Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ)( ͳ−ͳͲ ) = (ͲͲͲ) 

On a ܣ ଶܷ = Ͳ ଶܷ. On a donc bien ଶܷ ≠ Ͳ qui est un vecteur propre de A de valeur propre associée �ଶ = Ͳ. 

ܣ ଷܷ = (Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ)(ͳͳʹ) = (ʹʹͶ) 

On a ܣ ଷܷ = ʹ ଷܷ. On a donc bien ଷܷ ≠ Ͳ qui est un vecteur propre de A de valeur propre associée �ଷ = ʹ. 

B) Certains candidats, dès Ƌu͛ils ǀoieŶt « ĐalĐuleƌ l͛iŶǀeƌse de P », se mettent à appliquer la méthode 

du pivot de Gauss. Ne faîtes pas ça !! Non seulement vous allez perdre énormément de temps, mais 

en plus vous allez sûrement vous tromper, sans parler du fait que vous montrez au correcteur que 

ǀous Ŷe ĐoŵpƌeŶez pas l͛enchaînement logique du questionnement. 

IĐi, oŶ ǀous deŵaŶde d͛aďoƌd de ĐalĐuleƌ PQ aǀaŶt d’eŶ dĠduiƌe l͛iŶǀeƌse de P. C͛est doŶĐ Ƌue le 
ĐalĐul de PQ ǀa ǀous doŶŶeƌ uŶe ƌelatioŶ à ƌĠutiliseƌ pouƌ dĠteƌŵiŶeƌ l͛iŶǀeƌse de P. 

ܲܳ = ( ͳ ͳ ͳͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ ʹ)(ʹ ʹ −ʹ͵ −͵ Ͳͳ ͳ ʹ ) = (͸ Ͳ ͲͲ ͸ ͲͲ Ͳ ͸) 



ܲܳ = ͸ܫ 
On a alors : ͳ͸ܲܳ =  ܫ
Par conséquent, P est inversible et on a : ܲ−ଵ = ͳ͸ܳ  

C) DaŶs Đette ƋuestioŶ, l͛eǆeƌĐiĐe ǀĠƌifie eŶfiŶ si le ĐaŶdidat ĐoŵpƌeŶd, ou ŵġŵe ĐoŶŶaît, le pƌiŶĐipe 
de diagoŶalisatioŶ d͛uŶe ŵatƌiĐe. 

Pour rappel, cette démarche consiste à déterminer une relation, la fameuse �࢔ =  ૚ que vous−�࢔ࡰ�

voyez dans tous les exercices de matrice, pour obtenir facilement la n-iğŵe puissaŶĐe d͛uŶe ŵatƌiĐe, 
la matrice D étant une matrice diagonale donc il suffit de mettre à la n-ième puissance les 

coefficients sur la diagonale. 

AiŶsi, pouƌ pouǀoiƌ affiƌŵeƌ Ƌu͛uŶe ŵatƌiĐe est diagonalisable, il faut la relation � =  ૚, le−�ࡰ�

problème étant souvent de savoir si P est inversible ou non. 

ܲܣ = (Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳͳ ͳ ͳ)( ͳ ͳ ͳͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ ʹ) = (−ͳ Ͳ ʹ−ͳ Ͳ ʹͳ Ͳ Ͷ) 

ܦܲ = ( ͳ ͳ ͳͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ)(−ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ʹ) = (−ͳ Ͳ ʹ−ͳ Ͳ ʹͳ Ͳ Ͷ) 

ܲܣ = ܦܲ  

Or, en 2.b) on a vu que ܲ−ଵ existe donc : ܲܲܣ−ଵ = ܣ ଵ−ܲܦܲ =  ଵ−ܲܦܲ

La matrice A est diagonalisable. 

3)A) C͛est LA ƌĠĐuƌƌeŶĐe Ƌue ǀous Ŷe pouǀez pas loupeƌ, tout siŵpleŵeŶt paƌĐe Ƌu͛eŶ plus de 
tomber chaque année, sa rédaction est quasiment toujours la même MOT POUR MOT. Après avoir 

vu une fois la correction, vous êtes donc normalement capable de refaire parfaitement cette 

question sur un autre exercice.  

Si vous avez vraiment du mal et que, après plusieurs essais, vous ne comprenez toujours pas le 

raisonnement, ben appreŶez là paƌ Đœuƌ, ce sont des points gagnés facilement et à coup sûr. 

Faîtes atteŶtioŶ pouƌ l͛iŶitialisatioŶ à ďieŶ ĐoŵŵeŶĐeƌ au n demandé. Ce Ŷ͛est pas toujouƌs Ϭ. EŶ 
l͛oĐĐuƌƌeŶĐe iĐi, Đ͛Ġtait ϭ, et le ƌappoƌt du juƌǇ fait ŵeŶtioŶ de Ŷoŵďƌeuǆ ĐaŶdidats aǇant commencé 

pour n = 0. 

Initialisation : pour n = 1 on a ܣ = ଵܲ−ଵܦܲ =  .(ଵce qui correspond à la relation trouvée en 2.c−ܲܦܲ

La propriété est bien vraie pour le premier terme n = 1. 



Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un n entier quelcoŶƋue, Ƌu͛eŶ est-il au rang 

suivant ? 

D͛apƌğs l͛hǇpothğse de ƌĠĐuƌƌeŶĐe oŶ a ܣ� = ܣ ଵ et d͛apƌğs Ϯ.ĐͿ oŶ a−ܲ�ܦܲ = �ܣ .ଵ−ܲܦܲ = ܣ ଵ−ܲ�ܦܲ ∗ �ܣ = ଵ+�ܣ ଵ−ܲ�ܦܲܣ = ଵ+�ܣ ଵ−ܲ�ܦଵܲ−ܲܦܲ = ଵ+�ܣ ଵ−ܲ�ܦܦܲ =  ଵܲ−ଵ+�ܦܲ

Conclusion : Par récurrence, la propriété est bien vraie pour tout n entier au rang suivant. 

B) BoŶ là, Đ͛est la paƌtie ďieŶ ĐhiaŶte de l͛eǆeƌĐiĐe ŵais ǀous Ŷe pouǀez pas Ǉ ĠĐhappeƌ Đaƌ Đ͛est le 
ďut fiŶal de l’exeƌĐiĐe : dĠteƌŵiŶeƌ uŶe ŵatƌiĐe Ƌui peƌŵette d͛oďteŶiƌ ƌapidement sa puissance n-

ième. 

Les calculs ne sont pas difficiles mais lourds comme jamais donc faut être patient et y aller 

doucement. Vous venez de démontrer que �࢔ =  il suffit de faire ,�ܣ ૚ donc pour expliciter−�࢔ࡰ�

les calculs. 

Tout d͛aďoƌd, D est une matrice diagonale donc : 

�ܦ = (ሺ−ͳሻ� Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ʹ�) 

D͛apƌğs Ϯ.ďͿ oŶ a ܲ−ଵ = ଵ଺ܳ donc ܲ−ଵ = ଵ଺(ʹ ʹ −ʹ͵ −͵ Ͳͳ ͳ ʹ ) 

ଵ−ܲ�ܦ = (ሺ−ͳሻ� Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ʹ�)ͳ͸(ʹ ʹ −ʹ͵ −͵ Ͳͳ ͳ ʹ ) = ( 
 ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵Ͳ Ͳ Ͳʹ� ∗ ͳ͸ ʹ� ∗ ͳ͸ ʹ� ∗ ͳ͵ ) 

 
 

 

�ܣ = ଵ−ܲ�ܦܲ = ( ͳ ͳ ͳͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ)( 
 ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵Ͳ Ͳ Ͳʹ� ∗ ͳ͸ ʹ� ∗ ͳ͸ ʹ� ∗ ͳ͵ ) 

 

=
( 
  ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͵ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵ + ʹ� ∗ ͳ͵ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵ + ʹ�+ଵ ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ − ͳ͵ + ʹ�+ଵ ∗ ͳ͸ ሺ−ͳሻ� ∗ ͳ͵ + ʹ�+ଵ ∗ ͳ͵) 

   

4)A) Déjà, sur la première partie de la question, il y a deux types de candidats : ceux qui vont faire les 

ĐalĐuls, Đ͛est-à-diƌe la ŵajoƌitĠ, et Đeuǆ Ƌui soŶt à l͛aise eŶ ŵaths. Faiƌe les ĐalĐuls Ŷ͛est pas fauǆ, 



ǀous tƌouǀeƌez ďieŶ l͛ĠgalitĠ, ŵais ǀous allez perdre beaucoup de temps, et cela ne sera sûrement 

pas valorisé par le correcteur. 

Vous venez de démontrer la relation �࢔ =  ૚, aloƌs pouƌƋuoi Ŷe pas l͛utiliseƌ ƋuaŶd ǀous eŶ−�࢔ࡰ�
aǀez l͛oĐĐasioŶ ? Vous aurez répondu à la question en seulement quelques secondes. 

EŶsuite, pouƌ la deuǆiğŵe paƌtie de la ƋuestioŶ, il faut eŶĐoƌe uŶe fois ƌeŵaƌƋueƌ Ƌu͛elle ĐoŵŵeŶĐe 
par « en déduire » donc cela doit vous guider. De même, on vous donne M = I -2A+5A² et on vous 

demande une égalité avec MP dedans, donc la solution se trouve forcément en multipliant M par P 

par la droite. 

D͛apƌğs ϯ.aͿ oŶ a : ܣ� = ܲ�ܣ ଵ−ܲ�ܦܲ = ܲ�ܣ ଵܲ−ܲ�ܦܲ =  �ܦܲ

ce qui donne : ܣଶܲ =  ²ܦܲ
De même, on a AP=PD, résultat déjà démontré en 2.c). On a donc : � = ܫ − ܣʹ + ͷ²ܣ �ܲ = ሺܫ − ܣʹ + ͷܣଶሻܲ �ܲ = ܲ − ܲܣʹ + ͷܣଶܲ �ܲ = ܲ − ܦܲʹ + ͷܲ²ܦ �ܲ = ܲሺܫ − ܦʹ + ͷܦଶሻ 
B) OŶ ǀous deŵaŶde eŶĐoƌe si la ŵatƌiĐe est diagoŶalisaďle doŶĐ il faut gaƌdeƌ eŶ tġte Ƌu͛uŶe 
matrice diagonalisable vérifie la relation ܣ =  .ଵ, avec D qui est une matrice diagonale−ܲܦܲ

Le sujet vous donne un coup de pouce en vous disant que vous trouvez une formule qui ressemble à � =  ଵ, vous devez utiliser la relation précédente. On sait déjà que ܲ−ଵ existe donc il faut−ܲܦܲ

vérifier si le calcul au milieu de la relation est bien une matrice diagonale. Si oui, M est diagonalisable 

et ses valeurs propres seront les valeurs des coefficients sur la diagonale. 

D͛apƌğs ϰ.ďͿ oŶ a : �ܲ = ܲሺܫ − ܦʹ + ͷܦଶሻ �ܲܲ−ଵ = ܲሺܫ − ܦʹ + ͷܦଶሻܲ−ଵ � = ܲሺܫ − ܦʹ + ͷܦଶሻܲ−ଵ 

En posant ܦ′ = ܫ − ܦʹ + ͷܦଶ, M est diagoŶalisaďle si D͛ est uŶe ŵatƌiĐe diagoŶale. 

′ܦ = (ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ) − (−ʹ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͷ) + (ͷ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ʹͲ) = (ͺ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ͹) 

M est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont 8, 1 et 17. 



CoŶĐlusioŶ suƌ l’exeƌĐiĐe : L͛eǆo suƌ les ŵatƌiĐes seƌa le plus faĐile des Ƌuatƌe, Đ͛est un échauffement 

pour la suite. Beaucoup de questions sont juste là pour éviter des feuilles blanches. Par conséquent, 

Đ͛est uŶ ŵoǇeŶ pouƌ ǀous de gƌatteƌ pleiŶ de poiŶts aǀaŶt de passeƌ auǆ Đhoses sĠƌieuses. Ne ƌatez 
suƌtout pas les ƌĠĐuƌƌeŶĐes, Đ͛est toujours le même principe, et prenez bien à réutiliser les résultats 

ou formules démontrés auparavant. Faîtes également attention à la rédaction, ce serait bête de 

perdre des points de cette manière alors que vous connaissez la réponse. 

Pour ceux qui visent une très bonne note, cet exercice doit être réalisé parfaitement, ce qui ne 

deǀƌez pas ġtƌe diffiĐile. Tout l͛eŶjeu est de le faiƌe le plus ǀite possiďle pouƌ aǀoiƌ plus de teŵps à 
consacrer à la suite du sujet où des questions beaucoup plus dures vous attendent. 

 

Exercice 2 

1) Tu ǀieŶs de fiŶiƌ l͛eǆo ϭ, tu t͛eŶ es pas ŵal soƌti, ǀoiƌe tƌğs ďieŶ, tu ĐoŵŵeŶĐes à pƌeŶdƌe la 
ĐoŶfiaŶĐe et là d͛uŶ seul Đoup, uŶ pƌogƌaŵŵe sĐilaď sauǀage appaƌaît. Fuite iŵpossiďle ! Pas 

la peine de paniquer, les questions scilab sont très simples. Elles ne demanderont jamais 

d͛ĠĐƌiƌe uŶ pƌogƌaŵŵe eŶ eŶtieƌ ŵais siŵpleŵeŶt de compléter quelques lignes où alors 

juste de comprendre la ĐoŵŵaŶde Ƌu͛eǆĠĐute le pƌogƌaŵŵe. 
 

Dès lors, la connaissance des commandes les plus basiques et des règles de rédaction sont 

largement suffisantes pour passer les questions sans problèmes. 

 

IĐi, le piğge Ġtait d͛ĠĐƌiƌe lŶ au lieu de log car la commande sur scilab est bien log. 

Ŷ = iŶput;͚eŶtƌeƌ la ǀaleuƌ de Ŷ͛Ϳ 

u = 1 

for k = 1 : n 

u = log(1+u^2) 

end 

disp(u) 

2A) Ce genre de récurrence toŵďe tƌğs souǀeŶt daŶs les eǆeƌĐiĐes d͛aŶalǇse et eŶĐoƌe uŶe fois, le 
raisonnement est toujours le même. Lorsque la question consiste à démontrer un encadrement du 

type ࢇ ൑ ࢔࢛ ൑  ଵ daŶs l͛hĠƌĠditĠ pouƌ dĠŵoŶtƌeƌ paƌ ƌĠĐuƌƌeŶĐe. L͛iŶitialisatioŶ, elle, ĐoŶsiste siŵpleŵeŶt à+�ݑ �ݑ ଵ, il suffit de reconstruire à partir de+�ݑ et Ƌue daŶs l͛ĠŶoŶĐĠ oŶ ǀous doŶŶe ,࢈
utiliser u0 doŶŶĠ paƌ l͛ĠŶoŶĐĠ. 

Initialisation : pour n = 0 on a Ͳ ൑ ଴ݑ ൑ ͳ soit Ͳ ൑ ͳ ൑ ͳ. La propriété est vraie pour le premier 

terme n =0 

Hérédité : SupposoŶs Ƌue la pƌopƌiĠtĠ soit ǀƌaie pouƌ uŶ Ŷ eŶtieƌ ƋuelĐoŶƋue, Ƌu͛eŶ est-il au rang 

suivant ? 

D͛apƌğs l͛hǇpothğse de ƌĠĐuƌƌeŶĐe oŶ a Ͳ ൑ �ݑ ൑ ͳ et d͛apƌğs l͛ĠŶoŶĐĠ oŶ a ݑ�+ଵ = l� ሺͳ + ଶሻ Ͳ�ݑ ൑ �ݑ ൑ ͳ Ͳ ൑ ²�ݑ ൑ ͳ 



ͳ ൑ ͳ + ²�ݑ ൑ ʹ l� ሺͳሻ ൑ l� ሺͳ + ଶሻ�ݑ ൑ l� ሺʹሻ l� ሺͳሻ ൑ ଵ+�ݑ ൑ l� ሺʹሻ ൑ ͳ Ͳ ൑ ଵ+�ݑ ൑ ͳ 

Conclusion : Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n entier au rang suivant. 

3)A) DaŶs tous les eǆeƌĐiĐes d͛aŶalǇse, il Ǉ auƌa uŶ ŵoŵeŶt où il faudƌa faiƌe uŶe Ġtude de foŶĐtioŶ 
plus ou moins complète. Cela fait partie des questions faciles à ne pas rater car cela ne dépend que 

de vous de connaître vos dérivés. Faîtes toujours attention à l’iŶteƌvalle de dĠfiŶitioŶ ! ݂ሺݔሻ = l�ሺͳ + ଶሻݔ − ሻݔሺ′݂ ݔ = ͳݔʹ + ²ݔ − ͳ 

Pour ݔ ∈ [Ͳ; ͳ], on a donc ݂′ሺݔሻ ൑ Ͳ ce qui nous permet de construire le tableau de variations 

suivant : 

x 0                                                                                                   1      

Variations de f 0 

F͛;ǆͿ                                                        - 

 

Or, l�ሺʹሻ − ͳ ൑ Ͳ donc pour ݔ ∈ [Ͳ; ͳ], on a donc ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ 

b) Encore une fois, la question commence par « en déduire » doŶĐ l͛ĠlĠŵeŶt ĐlĠ Ƌui ǀous peƌŵette 
de répondre à la question se trouve dans la précédente, Đ͛est-à-dire ici le signe de f(x). Dans les 

eǆeƌĐiĐes d͛aŶalǇse, la ĐlĠ de la ƌĠussite est de paƌǀeŶiƌ à réutiliser les résultats trouvés auparavant. 

D͛apƌğs ϯ.aͿ on a : ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ l�ሺͳ + ଶሻݔ − ݔ ൑ Ͳ 

On pose ݔ = ce qui donne l�ሺͳ �ݑ + ଶሻ݊ݑ − �ݑ ൑ Ͳ ݑ�+ଵ − �ݑ ൑ Ͳ ݑ�+ଵ ൑ �ݑ  

Un est donc décroissante. 

C) Dans un exercice qui parle de suite, la question de sa convergence est inévitable. Deux théorèmes 

peuvent alors vous permettre de conclure la convergence de la suite : 

- une suite minorée et décroissante converge 

l�ሺʹሻ − ͳ 



- une suite majorée et croissante converge. 

Sachant que la minoration/majoration et le sens de variation a été déterminé dans les questions 

pƌĠĐĠdeŶtes, ǀous Ŷ͛aǀez Ƌue deuǆ phƌases à appƌeŶdƌe pouƌ gagŶeƌ ƋuelƋues poiŶts de plus. 

D͛apƌğs Ϯ.ĐͿ, oŶ a Ͳ ൑ �ݑ ൑ ͳ donc ݑ� est ŵiŶoƌĠe paƌ Ϭ. D͛apƌğs ϯ.ĐͿ, uŶ est dĠĐƌoissaŶte. 

Or, par théorème, toute suite décroissante et minorée converge. Par conséquent, ݑ� est 

convergente. 

4)A) L͛idĠe iĐi est de ƌepƌoduiƌe le ƌaisoŶŶeŵeŶt ĐoŶduit eŶ ϯ.aͿ pouƌ dĠteƌŵiŶeƌ le sigŶe de f. EŶ 
effet, on peut très bien poser une fonction g(x) = ln(1+x)-x et étudier son signe. Le rapport du jury 

pƌĠĐise Ƌu͛il Ǉ aǀait uŶe autƌe façoŶ de ƌĠpoŶdƌe à la ƋuestioŶ, ŵais Đelle-là me paraît beaucoup plus 

simple et était également acceptée. 

Posons ݃ሺݔሻ = l�ሺͳ + ሻݔ − ሻݔሺ′݃ ݔ =  ଵଵ+� − ͳ donc on a, pour ݔ ∈ [Ͳ; ͳ], ݃′ሺݔሻ ൑ Ͳ 

On en déduit le tableau de variations suivant : 

x 0                                                                                                   1      

Variations de g 0 

g͛;ǆͿ                                                        - 

 

Pour ݔ ∈ [Ͳ; ͳ], on a donc :  ݃ሺݔሻ ൑ Ͳ l�ሺͳ + ሻݔ − ݔ ൑ Ͳ l�ሺͳ + ሻݔ ൑ ݔ  

B) Je le ƌĠpğte, ŵais la ĐlĠ pouƌ ƌĠussiƌ l͛eǆeƌĐiĐe d͛aŶalǇse, Đ͛est de ƌĠutiliseƌ les ƌĠsultats tƌouǀĠs 
aupaƌaǀaŶt. EŶ l͛oĐĐuƌƌeŶĐe iĐi, l͛iŶĠgalitĠ Ġtaďlie daŶs la ƋuestioŶ pƌĠĐĠdeŶte doit diƌeĐteŵeŶt ġtƌe 
réutilisée. 

D͛apƌğs ϰ.aͿ oŶ a : l�ሺͳ + ሻݔ ൑  ݔ

On pose ݔ = ce qui donne : l�ሺͳ ²�ݑ + ଶሻ�ݑ ൑ ଵ+�ݑ ଶ�ݑ ൑  ²�ݑ
C) Cette ƋuestioŶ peut ġtƌe diffiĐile à aďoƌdeƌ, suƌtout si oŶ Ŷe ĐoŵpƌeŶd pas Ƌu͛il faut dĠŵoŶtƌeƌ le 
résultat par récurrence, ce qui a été le cas de noŵďƌeuǆ ĐaŶdidats Đaƌ Đela Ŷ͛est pas eǆpliĐitĠ, Đoŵŵe 
souǀeŶt daŶs les eǆeƌĐiĐes d͛aŶalǇse, paƌ le sujet. 

l�ሺʹሻ − ͳ 



LoƌsƋu͛il est ĠĐƌit de ǀĠƌifieƌ uŶe iŶĠgalitĠ « pour tout n entier ൒ ͳ », essayez de démontrer par 

ƌĠĐuƌƌeŶĐe au ďƌouilloŶ Đaƌ Đ͛est souǀeŶt la dĠŵaƌĐhe à adopter. En ayant cela en tête, la question 

devient alors beaucoup plus claire. 

Initialisation : Pour n = 1 on a ݑଵ ൑ l� ሺʹሻ 
Or, ݑଵ = l�ሺͳ + ͳሻ = l� ሺʹሻ 
La propriété est vraie pour le premier terme n = 1. 

Hérédité : Supposons que la propriété soit vraie pour un Ŷ eŶtieƌ ƋuelĐoŶƋue, Ƌu͛eŶ est-il au rang 

suivant ? 

D͛apƌğs l͛hǇpothğse de ƌĠĐuƌƌeŶĐe oŶ a ݑ� ൑ ሺl�ሺʹሻሻ� et d͛apƌğs ϰ.ďͿ oŶ a ݑ�+ଵ ൑ �ݑ .²�ݑ ൑ ሺl�ሺʹሻሻ� ²�ݑ ൑ ሺሺl�ሺʹሻሻ�ሻ² ²�ݑ ൑ ሺl�ሺʹሻሻଶ� 

Or, puisque -1<ln(2)<1, on a ሺl�ሺʹሻሻଶ� ൑ ሺl�ሺʹሻሻ�+ଵ ce qui donne : ²�ݑ ൑ ሺl�ሺʹሻሻଶ� ൑ ሺl�ሺʹሻሻ�+ଵ ݑ�+ଵ ൑ ²�ݑ ൑ ሺl�ሺʹሻሻ�+ଵ ݑ�+ଵ ൑ ሺl�ሺʹሻሻ�+ଵ  

Conclusion : Par récurrence, la propriété est bien vraie pour tout n entier au rang suivant. 

D) Autƌe ƋuestioŶ à laƋuelle ǀous Ŷe pouǀez pas ĠĐhappeƌ, Đ͛est de dĠteƌŵiŶeƌ la liŵite de la suite. Et 
tant ŵieuǆ pouƌ ǀous d͛ailleuƌs. Caƌ ǀous Ŷ͛aǀez ŵġŵe pas ďesoiŶ d͛aǀoiƌ ƌĠussi les ƋuestioŶs 
précédentes pour répondre à celle-ci. En effet, dans la ƋuestioŶ d’avaŶt, vous aurez toujours 

l’iŶĠgalitĠ doŶŶĠe par le sujet qui vous permettra de déterminer cette limite. 

Et bien souvent (mais pas toujours !), la limite est 0 pour la même raison : la suite est majorée par un 

réel entre -1 et 1, ce qui fait que sa n-iğŵe puissaŶĐe est Ϭ loƌsƋue Ŷ teŶd ǀeƌs l͛iŶfiŶi. 

D͛apƌğs ϮͿ oŶ a Ͳ ൑  .est minorée par 0 �ݑ donc �ݑ

De ŵġŵe, d͛apƌğs ϰ.ĐͿ oŶ a ݑ� ൑ ሺl�ሺʹሻሻ�. 

Or, li��→+∞ሺl� ሺʹሻ� = Ͳ car -1<ln(2)<1. Par consequent, par encadrement: li��→+∞ݑ� = Ͳ 

e) Le retour de votre ami scilab. Cette fois, on vous demande de lire et comprendre un programme. 

La simple connaissance de la fonction « while » permet de répondre à la question. Et puis même sans 

la ĐoŶŶaîtƌe, ǀous Ŷ͛allez pas ŵe diƌe Ƌue ǀous Ŷe saǀez pas Đe Ƌue ǀeut diƌe ǁhile eŶ aŶglais ƋuaŶd 
même ! 

Le programme détermine la première valeur de n pour laquelle u est inférieure à 0,0001. Puisque le 

pƌogƌaŵŵe affiĐhe ϲ, Đela sigŶifie Ƌue l͛oŶ a ݑହ ൒ Ͳ,ͲͲͲͳ et ݑ଺ ൑ Ͳ,ͲͲͲͳ. 

5) MalgƌĠ les appaƌeŶĐes, Đ͛est juste une question de cours. Il suffit simplement de connaître la 

formule pour ∑ݍ� pouƌ ƌeŵaƌƋueƌ Ƌue l͛oŶ a juste à soŵŵeƌ la deƌŶiğƌe iŶĠgalitĠ Ġtaďlie. EŶĐoƌe 



uŶe fois des poiŶts faĐiles à pƌeŶdƌe saŶs aǀoiƌ ďesoiŶ d͛aǀoiƌ ƌĠussi les ƋuestioŶs pƌĠĐĠdeŶtes doŶĐ 
si vous êtes en difficulté, lisez bien le sujet en entier pour ne pas louper ce genre de questions. 

D͛apƌğs ϰ.ĐͿ oŶ a : ݑ� ൑ ሺl�ሺʹሻሻ� 

�ݑ∑ ൑∑ሺl�ሺʹሻሻ��
�=଴

�
�=଴  

OŶ ƌeĐoŶŶaît aloƌs la soŵŵe des teƌŵes d͛uŶe suite gĠoŵĠtƌiƋue Đe Ƌui doŶŶe : 

 

�ݑ∑ ൑ ͳ − ሺl�ሺʹሻሻ�ͳ − l� ሺʹሻ�
�=଴  

CoŶĐlusioŶ suƌ l’exeƌĐiĐe : L͛eǆo d͛aŶalǇse Ŷ͛est pas spĠĐialeŵeŶt diffiĐile ŵais ŶĠĐessite uŶe gƌaŶde 
rigueur. Il faut impérativement penser à réutiliser les résultats précédents pour arriver à démontrer 

les iŶĠgalitĠs, Đe Ƌue ďeauĐoup oŶt du ŵal. Ce Ƌue je ĐoŶseille, Đ͛est, suƌ ǀotre brouillon, vous 

ŵaƌƋuez tous les ƌĠsultats doŶŶĠs paƌ l͛ĠŶoŶĐĠ et Đeuǆ Ƌue ǀous aǀez tƌouǀĠ Đoŵŵe ça ǀous aǀez 
tout sous les Ǉeuǆ. Vous Ŷ͛aǀez plus Ƌu͛à tƌouǀeƌ le/les ƌĠsultats ǀous peƌŵettaŶt d͛aĐĐĠdeƌ au 
résultat demandé. 

 

Exercice 3 

1) Dans la liste des questions qui tomberont forcément voici la n°1 : « DĠŵoŶtƌeƌ Ƌue Đ͛est uŶe 
densité de probabilité ». D͛ailleuƌs, la pƌeŵiğƌe paƌtie de l͛eǆo suƌ les deŶsitĠs de pƌoďaďilitĠ seƌa 
toujours la même : deŶsitĠ, ĐalĐuleƌ l’espĠƌaŶĐe, la vaƌiaŶĐe, la fonction de répartition, calcul du 

ďiais et du ƌisƋue ƋuadƌatiƋue d’uŶ ou de plusieuƌs estiŵateuƌs et ŵiŶ/ŵax de la foŶĐtioŶ. 

SaĐhaŶt Ƌue Đ͛est l͛eǆeƌĐiĐe Ƌui ƌappoƌte le plus de poiŶts ;ϯϬ% ŵiŶiŵuŵ du ďaƌğŵeͿ, ǀous deǀez 
absolument être au point sur ces questioŶs tƌğs faĐiles. PuisƋue Đ͛est toujouƌs la ŵġŵe ŵĠthode, 
refaites encore et encore des exos du même style pouƌ Ƌue Đette paƌtie de l͛Ġpƌeuǀe Ŷe deǀieŶŶe 
Ƌu͛uŶe foƌŵalitĠ. 

Pour la première question, vous devez donc être capable de prouver sans problème que la fonction 

peut être considérée comme une densité de probabilité en connaissant par Đœuƌ les 3 Đƌitğƌes : 

continuité et positivité de la fonction, et son intégrale impropre vaut 1. Attention à ne pas oublier 

de mentionner la relation de Chasles pour le calcul de la densité. 

Continuité et signe : Pour ݔ < Ͳ ou ݔ > ܽ, on a ݂ሺݔሻ = Ͳ donc f(x) est continue et positive sur ] − ∞; Ͳ[׫]ܽ; +∞[. 
Pour Ͳ ൑ ݔ ൑ ܽ, on a ݂ሺݔሻ = ଷ�²�3 . Or, a désigne un réel positif donc f(x) est continue et positive sur 

[0 ; a]. Enfin, on a ݂ሺͲሻ = Ͳ et ݂ሺܽሻ = ଷ� qui est un réel positif. 

F est donc bien positive et continue par morceaux sur ℝ. 

Calcul de ׬ �ሺ�ሻ��+∞−∞  : Pour ݔ < Ͳ ou ݔ > ܽ, on a ݂ሺݔሻ = Ͳ donc ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ଴−∞ = Ͳ et ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ+∞� = Ͳ 



∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ�
଴ = ∫ ²ܽଷݔ͵ �ݔ݀

଴ = ͵ܽଷ [͵ଷݔ] = ͳ − Ͳ = ͳ 

Grace à la relation de Chasles on obtient : 

∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ+∞
−∞ = ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ଴

−∞ +∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ�
଴ +∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ+∞

� = Ͳ + ͳ + Ͳ = ͳ 

Conclusion : f est continue par morceaux, positive sur R et son intégrale impropre vaut 1. F peut donc 

bien être considérée comme une densité de probabilité. 

2) Si la rédaction est relou, les calculs ne sont en général pas difficiles. Attention cependant à ne 

pas oublier que E;XͿ Ŷ’existe pas nécessairement et que V(X) existe si et seulement E(X²) 

existe. Citer également le fait que V(X) soit donnée par la formule de Koenig-Huygens 

valorise grandement votre copie pour un effort moindre. 

Sur la copie, il faut donc penser à préciser « E(X) existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ  converge » et « V(X) 

existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ  converge ». 

E(X) existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ  converge. 

Pour ݔ < Ͳ ou ݔ > ܽ, on a ݂ሺݔሻ = Ͳ donc ׬ ∞−଴ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ = Ͳ et ׬ �∞+ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ = Ͳ 

∫ �ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
଴ = ∫ �ଷܽଷݔ͵

଴ ݔ݀ = ͵ܽଷ ସͶݔ] ] = ͵ܽସͶܽଷ − Ͳ = ͵Ͷܽ  

Grace à la relation de Chasles on obtient : 

∫ ∞+ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
−∞ = ∫ ଴ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ

−∞ +∫ �ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
଴ +∫ ∞+ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ

� = Ͳ + ͵Ͷܽ + Ͳ = ͵Ͷܽ  

ሺܺሻܧ = ͵Ͷܽ  

E(X²) existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ  converge. 

Pour ݔ < Ͳ ou ݔ > ܽ, on a ݂ሺݔሻ = Ͳ donc ׬ ∞−଴ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ = Ͳ et ׬ �∞+ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ = Ͳ 

∫ �ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ
଴ = ∫ �ସܽଷݔ͵

଴ ݔ݀ = ͵ܽଷ ହͷݔ] ] = ͵ܽହͷܽଷ − Ͳ = ͵ܽଶͷ . 
Grace à la relation de Chasles on obtient : 

∫ ∞+ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ
−∞ = ∫ ଴ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ

−∞ +∫ �ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ
଴ +∫ ∞+ݔሻ݀ݔ²݂ሺݔ

� = Ͳ + ͵ܽ²ͷ + Ͳ = ͵ܽ²ͷ  

ሺܺ²ሻܧ = ͵ܽ²ͷ  

D͛apƌğs la formule de Koenig-Huygens on a : ܸሺܺሻ = ሺܺଶሻܧ − ሺܧሺܺሻሻ² = ͵ܽଶͷ − ͻܽଶͳ͸ = Ͷͺܽଶ − ͶͷܽଶͺͲ = ͵ܽ²ͺͲ  



ܸሺܺሻ = ͵ܽ²ͺͲ  

3) Nouvelle question cadeau pour vous ! PaƌĐe Ƌu͛eŶ plus de ǀous diƌe Ƌuel ƌĠsultat ǀous deǀez 

tƌouǀeƌ, ďeŶ au fiŶal Đ͛est la ŵġŵe ƋuestioŶ Ƌue la ϭ daŶs le seŶs où le ĐalĐul à faiƌe est le ŵġŵe. 
Vous Ŷ͛aǀez Ƌu͛à ƌeŵplaĐeƌ a paƌ ǆ daŶs l͛iŶtĠgƌale. 

Il faut siŵpleŵeŶt faiƌe atteŶtioŶ loƌsƋu͛il Ǉ a ϰ Ġtapes Đoŵŵe daŶs le sujet ϮϬϭϳ. 

Pour x < 0, on a ܨ�ሺݔሻ = Ͳ et pour x > a, on a  ܨ�ሺݔሻ = ͳ. 
Pour Ͳ ൑ ݔ ൑ ܽ,  on a : 

ሻݔሺ�ܨ = ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ�
଴ = ∫ ²ܽଷݔ͵ = ͵ܽଷ [͵ଷݔ] = ଷܽଷݔ − Ͳ = �ଷܽଷݔ

଴  

On a donc : 

ሻݔሺ�ܨ {Ͳ                ݔ �ݏ < Ͳቀܽݔቁଷ Ͳ �ݏ ൑ Ͳ ൑ ܽͳ         ݔ �ݏ > ܽ  

4)a) BeauĐoup ĐoŵŵeŶĐeŶt à paŶiƋueƌ dğs Ƌu͛ils ǀoieŶt le symbole de la somme, donc le 

Đhapitƌe suƌ les estiŵateuƌs est souǀeŶt dĠlaissĠ. C͛est doŵŵage Đaƌ, d͛uŶe paƌt, Đ͛est ĐeƌtaiŶs 
Ƌu͛il Ǉ auƌa des ƋuestioŶs dessus daŶs l͛eǆo de deŶsitĠ, et suƌtout paƌĐe Ƌu͛il Ŷ͛est pas diffiĐile. 

Si le sigma vous gêne, vous Ŷ͛aǀez Ƌu͛à ĠĐƌiƌe Đe à Ƌuoi Đela ĐoƌƌespoŶd ĐoŶĐƌğteŵeŶt Đoŵŵe 
calcul, ce que nous allons faire ici. Ainsi, il sera plus aisé de comprendre comment calculer 

l͛espĠƌaŶĐe et doŶĐ le ďiais. AtteŶtioŶ à ďieŶ ŵeŶtioŶŶeƌ la liŶĠaƌitĠ de l’espĠƌaŶĐe. 

Pour le calcul du biais, il suffit juste de connaître la formule ࢇ࢈ሺ࢔ࢅሻ = ሻ࢔ࢅሺࡱ −  .ࢇ

ሺܧ �ܻሻ = ܧ ( Ͷ͵݊ ∑ܺ��
�=ଵ ) 

= ܧ (Ͷሺ ଵܺ + ܺଶ +⋯+ ܺ�͵݊ ) 

= Ͷ͵݊ ሺܧሺ ଵܺሻ + ሺܺଶሻܧ + ⋯+  ሺܺ�ሻሻܧ
Paƌ liŶĠaƌitĠ de l’espĠƌaŶĐe. = Ͷ݊ܧሺܺ�ሻ͵݊ = Ͷ ∗ ͵ܽ͵ ∗ Ͷ = ሺܧ ܽ �ܻሻ = ܽ 

Or : �aሺYnሻ = EሺYnሻ − a = ܽ − ܽ = Ͳ �aሺYnሻ = Ͳ 

Yn est bien un estimateur sans biais de a. 



b) C͛est paƌti pouƌ les ĐalĐuls ƌelous. EŶĐoƌe uŶe fois ils Ŷe soŶt pas duƌs ŵais il faut Ǉ alleƌ aǀeĐ 
prudence pour ne pas oublier quelques subtilités (mettre au carré pour la variance de Yn par 

exemple car �ሺ࢔ࢅࢇሻ =  ሻ.). Il faut également bien penser à préciser, pour le calcul de la࢔ࢅ૛�ሺࢇ

ǀaƌiaŶĐe, Ƌue l͛oŶ peut soŵŵeƌ Đaƌ les variables sont mutuellement indépendantes. 

Pour le risque quadratique, pensez bien à préciser que si Yn est un estimateur sans biais, alors 

celui-ci est donné par la variance car �ࢇሺ࢔ࢅሻ = �ሺ࢔ࢅሻ −  .૛(ሺ��ሻ܉܊)
ܸሺ �ܻሻ = ܸ ( Ͷ͵݊ ∑ܺ��

�=ଵ ) 

= ܸ ቆ Ͷ͵݊ ሺ ଵܺ + ܺଶ +⋯+ ܺ�ሻቇ 

= ͳ͸ͻ݊ଶܸሺ ଵܺ + ܺଶ +⋯+ ܺ�ሻ 
= ͳ͸ͻ݊ଶ ܸሺ ଵܺሻ + ܸሺܺଶሻ + ⋯+ ܸሺܺ�ሻ 

Car les variables Xn sont mutuellement indépendantes. 

= ͳ͸ܸ݊ሺܺ�ሻͻ݊² = ͳ͸ ∗ ͵ܽ²ͻ݊ ∗ ͺͲ = ͳ͸ܽ²͵݊ ∗ ͺͲ = ܽ²͵݊ ∗ ͷ = ܽ²ͳͷ݊ 

ܸሺ �ܻሻ = ܽ²ͳͷ݊ 

Yn est un estimateur sans biais de a donc son risque quadratique est donné par sa variance. On a 

donc : 

ሺ�ݎ �ܻሻ = ܽ²ͳͷ݊ 

Or, li��→+∞ �²ଵହ� = Ͳ donc  li��→+∞ ሺ�ݎ �ܻሻ = Ͳ 

c) Là, on commence à aborder les nouveautés du programme où tout le monde (ou presque) ne 

comprend rien ! 

PouƌtaŶt iĐi, soŶ utilisatioŶ Ŷ͛est pas ďieŶ ĐoŵpliƋuĠe. Il suffit de se rappeler de 2 éléments : la 

foƌŵule, Đ͛est dĠjà uŶ ďoŶ dĠďut : �ሺ|ࢄ − |ሻࢄሺࡱ ൒ �ሻ ൑ �ሺࢄሻ�² , et que pour pouvoir utilisé 

l͛iŶĠgalitĠ de BieŶaǇŵĠ-Tchebychev, il faut que la variable possède une variance. 

YŶ adŵettaŶt uŶe ǀaƌiaŶĐe, oŶ a, gƌâĐe à l͛iŶĠgalitĠ de BieŶaǇŵĠ-Tchebychev : ܲሺ|ܺ − |ሺܺሻܧ ൒ �ሻ ൑ ܸሺܺሻ�²  

ܲሺ|ܺ − ܽ| ൒ �ሻ ൑ ܽ²ͳͷ݊�² 
Or, li��→+∞ �²ଵହ� = Ͳ donc  



li��→+∞ܲሺ| �ܻ − ܽ| ൒ �ሻ = Ͳ 

5)a) EŶ gĠŶĠƌal, le sujet ǀous pƌĠĐise à Ƌuoi ĐoƌƌespoŶd le ŵaǆ/ŵiŶ d͛uŶe ǀaƌiaďle alĠatoiƌe, ŵais 
il est ŵieuǆ de le saǀoiƌ au Đas où. Il suffit d͛appƌeŶdƌe l͛iŶdiĐatioŶ doŶŶĠ paƌ le sujet. 

L͛astuĐe est de pƌĠĐiseƌ Ƌue les variables Xk sont mutuellement indépendantes ce qui 

transforme les ת en *. 

On a : ܼ� = �ax ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ�ሻ = ሺ ଵܺ ൑ ሻݔ ת ሺܺଶ ൑ ת…ሻݔ ሺܺ� ൑  ሻݔ
Or les variables Xk sont mutuellement indépendantes ce qui donne : ܲሺܼ� ൑ ሻݔ = ሺ ଵܺ ൑ ሻݔ ∗ ሺܺଶ ൑ ∗…ሻݔ ሺܺ� ൑ = ሻݔ ሺܲሺܺ� ൑  �ሻሻݔ

Ainsi on a : 

ሻݔሺ�ܪ = { Ͳ ݔ �ݏ < Ͳቀܽݔቁଷ� Ͳ �ݏ  ൑ ݔ ൑ ܽͳ ݔ �ݏ > ܽ  

b) Vous ǀeŶez d͛oďteŶiƌ la foŶĐtioŶ de ƌĠpaƌtitioŶ de )Ŷ. Pouƌ oďteŶiƌ sa deŶsitĠ, il faut doŶĐ faiƌe le 
raisonnement inverse de celui de la question 3. Dans cette question, vous utilisez la primitive pour 

trouver une fonction de répartition donc en dérivant une fonction de répartition, vous obtenez la 

densité. 

Cette question représente également des points faciles car la fonction de répartition sera toujours 

doŶŶĠe paƌ le sujet et ǀous Ŷ͛auƌez plus Ƌu͛à la dĠriver pour répondre à la question. 

On a : 

ሻݔሺ�ܪ = { Ͳ ݔ �ݏ < Ͳቀܽݔቁଷ� Ͳ �ݏ  ൑ ݔ ൑ ܽͳ ݔ �ݏ > ܽ  

Par conséquent on a : 

ℎ�ሺݔሻ = { Ͳ ݔ �ݏ < Ͳ͵݊ܽଷ� Ͳ �ݏ ଷ�−ଵݔ ൑ ݔ ൑ ܽͲ ݔ �ݏ > ܽ  

c) E(Zn) existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔℎ�ሺݔ  .݁݃ݎ݁ݒ݊݋ܿ 
Pour x > a ou x < 0 on a ℎ�ሺݔሻ = Ͳ donc ׬ ∞−ሻ଴ݔℎ�ሺݔ ݔ݀ = Ͳ et ׬ �∞+ሻݔℎ�ሺݔ ݔ݀ = Ͳ 

∫ �ݔሻ݀ݔℎ�ሺݔ
଴ = ∫ ͵݊ܽଷ� �ݔ݀�ଷݔ

଴ = ͵݊ܽଷ� [ ݊͵ଷ�+ଵݔ + ͳ] = ͵݊ ∗ ܽଷ�+ଵܽଷ� ∗ ͵݊ + ͳ = ͵݊ܽ͵݊ + ͳ 

Par la relation de Chasles on a donc : 



ሺܼ�ሻܧ = ͵݊ܽ͵݊ + ͳ 

ܾ�ሺܼ�ሻ = ሺܼ�ሻܧ − ܽ = ͵݊ܽ͵݊ + ͳ − ܽ = ͵݊ܽ − ܽሺ͵݊ + ͳሻ͵݊ + ͳ = ͵݊ܽ − ͵݊ܽ − ܽ͵݊ + ͳ = − ܽ͵݊ + ͳ 

ܾ�ሺܼ�ሻ = − ܽ͵݊ + ͳ 

dͿ VĠƌifioŶs d͛aďoƌd si )Ŷ adŵet uŶe ǀaƌiaŶĐe. 

E(Zn²) existe si ׬ ∞−∞+ݔሻ݀ݔ²ℎ�ሺݔ  .݁݃ݎ݁ݒ݊݋ܿ 
Pour x > a ou x < 0 on a ℎ�ሺݔሻ = Ͳ donc ׬ ∞−ሻ଴ݔ²ℎ�ሺݔ ݔ݀ = Ͳ et ׬ �∞+ሻݔ²ℎ�ሺݔ ݔ݀ = Ͳ 

 

∫ �ݔሻ݀ݔ²ℎ�ሺݔ
଴ = ∫ ͵݊ܽଷ� �ݔଷ�+ଵ݀ݔ

଴ = ͵݊ܽଷ� [ ݊͵ଷ�+ଶݔ + ʹ] = ͵݊ ∗ ܽଷ�+ଶܽଷ� ∗ ͵݊ + ʹ = ͵݊ܽ²͵݊ + ʹ 

Par la relation de Chasles on a donc : 

ሺܼ�ଶሻܧ = ͵݊ܽ²͵݊ + ʹ 

D’apƌğs la foƌŵule de KoeŶig-Huygens on a : 

ܸሺܼ�ሻ = ሺܼ�ଶሻܧ − ሺܧሺܼ�ሻሻଶ = ͵݊ܽଶ͵݊ + ʹ − ͻܽଶ݊ଶሺ͵݊ + ͳሻଶ = ͵݊ܽଶሺͻ݊ଶ + ͸݊ + ͳሻ − ͻܽଶ݊ଶሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ  

= ʹ͹݊ଷܽଶ + ͳͺ݊ଶܽଶ + ͵݊ܽଶ − ʹ͹݊ଷܽଶ − ͳͺ݊²ܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ = ͵݊ܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ 

ܸሺܼ�ሻ = ͵݊ܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ  

ሺܼ�ሻ�ݎ = ܸሺܼ�ሻ + (ܾ�ሺܼ�ሻ)ଶ = ͵݊ܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ + ܽ²ሺ͵݊ + ͳሻ² = ͵݊ܽଶ + ܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ  

= ͵݊ܽଶ + ͵ܽଶ݊ + ʹܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ = ͸݊ܽଶ + ʹܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ = ሺ͵݊ + ͳሻʹܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻଶ = ʹܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻ 
On a donc  

ሺܼ�ሻ�ݎ = ʹܽ²ሺ͵݊ + ʹሻሺ͵݊ + ͳሻ 
Or li��→+∞ ଶ�²ሺଷ�+ଶሻሺଷ�+ଵሻ = Ͳ donc  li��→+∞ ሺܼ�ሻ�ݎ = Ͳ 

6)a) BoŶ là ŶoƌŵaleŵeŶt, les tƌois Ƌuaƌts des ĐaŶdidats oŶt dĠjà aƌƌġtĠ l͛eǆeƌĐiĐe à Đause des ĐalĐuls 
infâmes de la question précédente. Et pourtant le plus dur reste à venir. 



Mais il Ŷe faut pas se dĠĐouƌageƌ. DĠjà pouƌ Đette pƌeŵiğƌe ƋuestioŶ, si l͛iŶĠgalitĠ paƌaît tƌğs 
compliquée, il suffit simplement d’ĠĐƌiƌe la valeuƌ aďsolue d’uŶe ŵaŶiğƌe diffĠƌeŶte pour trouver le 

résultat demandé. 

On a  ሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = ሺ−� ൒ ܼ� − ܽ ൒ �ሻ = ሺܼ� − ܽ ൒ �ሻ ׫ ሺܼ� − ܽ ൑ −�ሻ 
On a donc bien : ሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = ሺܼ� − ܽ ൒ �ሻ ׫ ሺܼ� − ܽ ൑ −�ሻ 
b) Cette ƋuestioŶ fait paƌtie des plus disĐƌiŵiŶaŶtes de l͛Ġpƌeuǀe et ƌĠĐoŵpeŶse les ĐaŶdidats les 
plus à l͛aise eŶ ŵaths. 

Encore une fois après une question commençant par « en déduire », il faut se baser sur la relation 

précédente. Mais il faut également garder en tête que ܪ�ሺݔሻ s͛ĠĐƌit aussi ܲሺܼ� ൑  ሻ ce qui aideݔ

grandement à reconstruire la relation demandée. 

On a  ܲሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = ܲሺܼ� − ܽ ൒ �ሻ ׫ ܲሺܼ� − ܽ ൑ −�ሻ 
 = ܲሺܼ� − ܽ ൒ �ሻ + ܲሺܼ� − ܽ ൑ −�ሻ = ܲሺܼ� ൒ � + ܽሻ + ܲሺܼ� ൑ −� + ܽሻ = ͳ − ܲሺܼ� ൑ � + ܽሻ + ܲሺܼ� ൑ −� + ܽሻ = ͳ − �ሺ�ܪ + ܽሻ + ሺܽ�ܪ − �ሻ 
c) Enfin la dernière question ! Deux remarques : la deƌŶiğƌe ĠgalitĠ Ŷ͛est pas diffiĐile ŵais il faut aǀoiƌ 
le Đoup d͛œil pouƌ ƌeŵaƌƋueƌ Ƌue �࢔ሺ� + ሻࢇ = ૚ car � + ࢇ >  Ensuite même sans parvenir à .ࢇ

dĠŵoŶtƌeƌ l͛iŶĠgalitĠ, puisƋue le sujet la doŶŶe, ǀous pouǀez quand même calculer la limite donc ne 

vous privez pas de ces points gratuits ! 

On a : ܲሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = ͳ − �ሺ�ܪ + ܽሻ + ሺܽ�ܪ − �ሻ 
Or, � + ܽ > ܽ donc ܪ�ሺ� + ܽሻ = ͳ 

De même, ܽ − � < ܽ mais ܽ − � > Ͳ car � < ܽ donc ܪ�ሺܽ − �ሻ = ቀ�−�� ቁ� 

On a donc : 

ܲሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = ͳ − ͳ + (ܽ − �ܽ )� = (ܽ − �ܽ )� 

ܲሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = (ܽ − �ܽ )�  

Or, Ͳ ൑ �−�� ൑ ͳ donc li��→+∞ ቀ�−�� ቁ� = Ͳ. 

Par conséquent : 



li��→+∞ܲሺ|ܼ� − ܽ| ൒ �ሻ = Ͳ 

CoŶĐlusioŶ suƌ l’exeƌĐiĐe : La quasi-totalité du questionnement sera identique donc beaucoup 

s͛eŶtƌaîŶeƌ suƌ les deŶsitĠs de pƌoďaďilitĠ poƌteƌa gƌaŶdeŵeŶt ses fƌuits. Seules les deƌŶiğƌes 
questions seront plus dures afin de départager clairement les candidats excellents des autres. 

 

Exercice 4 

1) Un bon vieil exo de proba pour vous achever à la fin. Etant un chapitre qui cause beaucoup 

de problèmes aux candidats, il est également très valorisé dans le barème (plus de 30% des 

points). 

Lorsque le sujet demande de donner une loi de probabilité, il ne faut pas s’effoƌĐeƌ à 
reconnaître une loi usuelle, Đe Ƌue ĐeƌtaiŶs foŶt. Au ĐoŶtƌaiƌe, l͛ĠŶoŶĐĠ deŵaŶde de 
« donner », pas de « reconnaître », et cette différence dans les termes doit vous alerter. 

Quand on demande de donner une loi, il faut donner l’eŶseŵďle de dĠfiŶitioŶ et la 

probabilité prise par chacune des valeurs, Đ͛est pouƌƋuoi la pƌĠseŶtatioŶ sous foƌŵe de 
tableau est pertinente. Faites toujours attention à ce que le total de vos probabilités fasse 1, 

siŶoŶ Đ͛est Ƌu͛il Ǉ a uŶ pƌoďlğŵe. 
 

Paƌ leĐtuƌe de l͛ĠŶoŶĐĠ oŶ a : 

v 1 2 3 Total ܲሺܣଵ = ʹሻ ͳݒ
 

ͳͶ 
ͳͶ 

1 

ଵሻܣሺܧ  = ͳ ∗ ͳʹ + ʹ ∗ ͳͶ + ͵ ∗ ͳͶ = ͹Ͷ 

ଵሻܣሺܧ  = ͹Ͷ 

ଵଶሻܣሺܧ  = ͳ ∗ ͳʹ + Ͷ ∗ ͳͶ + ͻ ∗ ͳͶ = ͳͷͶ  

ଵଶሻܣሺܧ  = ͳͷͶ  

D͛apƌğs la formule de Koenig-Huygens on a : ܸሺܣଵሻ = ଵଶሻܣሺܧ −  ଶ(ଵሻܣሺܧ)

 = ͳͷͶ − Ͷͻͳ͸ = ͸Ͳ − Ͷͻͳ͸ = ͳͳͳ͸ 

 ܸሺܣଵሻ = ͳͳͳ͸ 

2)a) Pour l͛iŶstaŶt, Đe Ŷ͛est ŵġŵe pas des ŵaths ŵais de la leĐtuƌe d͛ĠŶoŶĐĠ et de la logiƋue. 
En plus de cela, le sujet vous donne les réponses ! 

La seule difficulté est de bien envisager correctement les différents scénarios possibles pour 

chacune des valeurs. La question à se poser est donc « comment, en deux sauts, la puce 

peut-elle se retrouver sur la case 4 » par exemple et cela, pour toutes les valeurs. 

 



LA puĐe saute d͛uŶ ĐƌaŶ ŵiŶiŵuŵ et de tƌois ĐƌaŶs ŵaǆiŵuŵ. EŶ deuǆ sauts, la puĐe se 
trouve donc au minimum sur la case 2 en faisant 2 sauts de 1 cran et au maximum sur la case 

6 en faisant 2 sauts de 3 crans. 

On a donc bien : ܣଶሺΩሻ = [[ʹ; ͸]] ܲሺܣଶ = ʹሻ = ͳʹ ∗ ͳʹ = ͳͶ ܲሺܣଶ = ͵ሻ = ͳʹ ∗ ͳͶ ∗ ʹ = ͳͶ ܲሺܣଶ = Ͷሻ = ͳʹ ∗ ͳͶ ∗ ʹ + ͳͶ ∗ ͳͶ = ͷͳ͸ ܲሺܣଶ = ͷሻ = ͳͶ ∗ ͳͶ ∗ ʹ = ͳͅ ܲሺܣଶ = ͸ሻ = ͳͶ ∗ ͳͶ = ͳͳ͸ 

Ainsi on a 

V 2 3 4 5 6 Total ܲሺܣଶ =  ሻ ͳͶݒ
ͳͶ 

ͷͳ͸ 
ͳͅ

 
ͳͳ͸ 

1 

 

 

b) La pƌĠseŶtatioŶ sous foƌŵe de taďleau pƌeŶd tout soŶ seŶs pouƌ le ĐalĐul de l͛espĠƌaŶĐe et de la 
variance car cela facilite grandement la tâche. ܧሺܣଶሻ = ʹ ∗ ͳͶ + ͵ ∗ ͳͶ + Ͷ ∗ ͷͳ͸ + ͷ ∗ ͳͅ + ͸ ∗ ͳͳ͸ = ͷ͸ͳ͸ = ͹ʹ 

ଶሻܣሺܧ = ͹ʹ 

3)a) LoƌsƋu͛oŶ ǀous deŵaŶde uŶe loi ĐoŶjoiŶte, il faut ĐoŵŵeŶĐeƌ paƌ trouver tous les cas 

impossibles. En rajoutant la loi A2, la quasi-totalité de vos cases sont ainsi remplies. 

Ensuite, il faut s’iŵagiŶeƌ ĐoŶĐƌğteŵeŶt la sĐğŶe pour envisager les scénarios possibles. 

EŶfiŶ, il faut Ƌu͛eŶ soŵŵaŶt ǀos pƌoďaďilitĠs, ǀous retrouviez bien la loi A2 et que le total fasse 1. ܼଶ/ܣଶ 2 3 4 5 6 Total 

0 ͳͶ 
ͳͶ 

ͳͳ͸ 
0 0 ͻͳ͸ 

1 0 0 Ͷͳ͸ 
ͳͅ

 
0 ͸ͳ͸ 

2 0 0 0 0 ͳͳ͸ 
ͳͳ͸ 

Total ͳͶ 
ͳͶ 

ͷͳ͸ 
ͳͅ

 
ͳͳ͸ 

1 

ܲሺሺܼଶ = Ͳሻ ת ሺܣଶ = Ͷሻሻ = ͳͶ ∗ ͳͶ = ͳͳ͸ 

ܲ(ሺܼଶ = ͳሻ ת ሺܣଶ = Ͷሻ) = ͳͶ ∗ ͳʹ ∗ ʹ = Ͷͳ͸ 

On a donc  

 



V 0 1 2 Total ܲሺܼଶ =  ሻ ͻͳ͸ݒ
͸ͳ͸ 

ͳͳ͸ 
1 

ሺܼଶሻܧ  = Ͳ ∗ ͻͳ͸ + ͳ ∗ ͸ͳ͸ + ʹ ∗ ͳͳ͸ = ͳʹ 

ሺܼଶሻܧ = ͳʹ 

b) Si vous connaissez la formule de la covariance, soit ࢜࢕࡯ሺࢅ,ࢄሻ = ሻࢅࢄሺࡱ − ሻࢄሺࡱ ∗  ሻ, cetteࢅሺࡱ

question ne pose aucun problème. 

EŶ Đe Ƌui ĐoŶĐeƌŶe l͛iŶdĠpeŶdaŶĐe, ŵġŵe si oŶ tƌouǀe uŶe Đoǀ Ġgale à Ϭ, il faut ǀĠƌifieƌ eŶ faisaŶt �(ሺࢄ = ሻ࢏ ת ሺࢅ = (ሻ࢐ = �ሺࢄ = ሻ࢏ ∗ �ሺࢅ =  .ሻ࢐
EŶ ƌeǀaŶĐhe, si la Đoǀ Ŷ͛est pas Ŷulle, Đela Ŷ͛est pas ŶĠĐessaiƌe. Il suffit de diƌe Ƌue la covariance 

Ŷ’est pas Ŷulle. ܧሺܣଶܼଶሻ = Ͷ ∗ ͳ ∗ Ͷͳ͸ + ͷ ∗ ͳ ∗ ͳͅ + ͸ ∗ ʹ ∗ ͳͳ͸ = ͵ͺͳ͸ = ͳͻͅ 

ଶܼଶሻܣሺܧ = ͳͻͅ 

,ଶܣሺݒ݋ܥ ܼଶሻ = ଶܼଶሻܣሺܧ − ଶሻܣሺܧ ∗ ሺܼଶሻܧ = ͳͻͅ − ͹ʹ ∗ ͳʹ = ͳͻͅ − ͹Ͷ = ͳͻ − ͳͶͺ = ͷͅ 

,ଶܣሺݒ݋ܥ ܼଶሻ = ͷͅ 

La ĐoǀaƌiaŶĐe Ŷ͛est pas Ŷulle doŶĐ les deuǆ ǀaƌiaďles alĠatoiƌes Ŷe soŶt pas iŶdĠpeŶdaŶtes. 

4) Cette question scilab est assez difficile dans le sens où il faut parvenir à faire le lien entre les 

dĠplaĐeŵeŶts de la puĐe et la loi uŶifoƌŵe de l͛ĠŶoŶĐĠ. 

La probabilité que ݐ ൑ ʹ est égale à 
ଵଶ pour la loi uniforme ce qui correspond à la probabilité que la 

puĐe aǀaŶĐe d͛uŶ ĐƌaŶ.  

De même, on a t = 4 = 
ଵସ et t = 3 = 

ଵସ ce qui correspond aux probabilités que la puce avance de 2 ou 3 

crans. 

Ici, ce ne sont donc pas vos connaissances en scilab qui sont testées mais votre capacité à analyser un 

problème. 

D = zeros(1,100) 

For k = 1 :100 

 T = gƌaŶd;ϭ,ϭ͛uiŶ͛,ϭ,ϰͿ 

 If t<= 2 then A(k)=1 

 End 

 If t== 3 then A(k)=2 



 End 

 If t==4 then A(k)=3 

 End 

End 

Disp(A) 

5) On retrouve enfin le terme « reconnaître » donc Đ͛est le ŵoŵeŶt de tƌouǀeƌ une loi usuelle. Faîtes 

bien attention à la rédaction de la justification. Ainsi, pour une loi binomiale, il ne faut pas oublier 

l’iŶdĠpeŶdaŶĐe.  

On a Xn, Yn et Zn qui comptent respectivement le nombre de sauts effectués par la puce de 1, 2 et 3 

unités, chacun des sauts étant indépendants. Ainsi on a : ܺ�~ܤ ቀ݊; ଵଶቁ �ܻ~ܤ ቀ݊; ଵସቁ et ܼ�~ܤ ቀ݊; ଵସቁ 

La somme de deux lois binomiales donnant une loi binomiale dont le paramètre p sera égale à la 

somme des deux probabilités, Đ͛est-à-dire ici 
ଵଶ+ ଵସ = ଷସ. On a donc : 

ܺ� + ܤ~ܻ� (݊; Ͷ͵) 

6)a) La pƌeŵiğƌe paƌtie de la ƋuestioŶ Ŷ͛est Ƌue de la logiƋue et deŵaŶde de pƌeŶdƌe uŶ peu de 
hauteuƌ suƌ l͛eǆeƌĐiĐe. 

La deuxième a pour but de vérifier si vous connaissez vos propriétés sur la covariance. Ici, ce seront 

les formules ࢜࢕࡯ሺࢄࢇ + ሻࢅ;࢈ = ሻࢄ,ࢄሺ࢜࢕࡯ ሻ etࢅ,ࢄሺ࢜࢕࡯ࢇ = �ሺࢄሻ vous sauveront la vie. 

Le piège est de ne pas penser à utiliser la relation que vous veŶez d’Ġtaďliƌ. En effet, avec 

Xn+Yn+Zn=n, on peut en déduire que Zn = n – (Xn+Yn). 

Xn, Yn et Zn comptant respectivement les sauts de 1, 2 et 3 crans de la puce, si on somme les trois 

variables aléatoires, on obtient alors le nombre de sauts effectués par la puĐe, d͛où : ܺ� + �ܻ + ܼ� = ݊ 

Ainsi on en déduit que : ܼ� = ݊ − ሺܺ� + �ܻሻ ݒ݋ܥሺܼ�, ܺ� + �ܻሻ = ሺ݊ݒ݋ܥ − ሺܺ� + �ܻሻ; ܺ� + �ܻሻ = �ሺܺݒ݋ܥ− + �ܻ; ܺ� + �ܻሻ = −ܸሺܺ� + �ܻሻ = −͵݊ͳ͸  

,�ሺܼݒ݋ܥ ܺ� + �ܻሻ = −͵݊ͳ͸  

b) Là il faut utiliser la formule V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = V(X+Y) pour pouvoir trouver la deuxième 

formule de la covariance qui est Cov(X,Y) = (V(X+Y)-V(X)-V(Y))/2. Vous pouǀez l͛appƌeŶdƌe paƌ Đœuƌ 
Đaƌ Đ͛est uŶe foƌŵule Ƌui s͛aǀğƌe souǀeŶt utile eŶ fiŶ d͛eǆeƌĐiĐe. 

On a : 



ܸሺܺ� + �ܻሻ = ܸሺܺ�ሻ + ܸሺ �ܻሻ + ,�ሺܺݒ݋ܥʹ �ܻሻ 
Ce qui nous permet de déduire la relation suivante : ݒ݋ܥሺܺ�, �ܻሻ = ܸሺܺ� + �ܻሻ − ܸሺܺ�ሻ − ܸሺ �ܻሻʹ  

= ͵݊ͳ͸ − Ͷ݊ − ͵݊ͳ͸ʹ = − ݊ͅ 

,�ሺܺݒ݋ܥ �ܻሻ = − ݊ͅ 

ĐͿ Il suffit siŵpleŵeŶt d͛appliƋueƌ la formule �ሺࢅ,ࢄሻ = ሻࢄሻ avec �ሺࢅሻ∗�ሺࢄሻ�ሺࢅ,ࢄሺ࢜࢕࡯ = √�ሺࢄሻ. 
 

�ሺܺ�, �ܻሻ = ,�ሺܺݒ݋ܥ �ܻሻ�ሺܺ�ሻ ∗ �ሺ �ܻሻ = − ݊ͅ√Ͷ݊ ∗ √͵݊ͳ͸ = − ͳ͵√͵ 

 �ሺܺ�, �ܻሻ = − ͳ͵ √͵ 

7)a) Tout l͛eŶjeu est de paƌǀeŶiƌ à eǆpƌiŵeƌ ĐoƌƌeĐteŵeŶt AŶ. BeauĐoup oŶt affiƌŵĠ Ƌue AŶ = XŶ + YŶ 
+ Zn alors que cela donne le nombre de sauts, mais pas la position de la puce puisque certains sauts 

valent 2 ou 3 crans.  

De ŵġŵe, pouƌ le ĐalĐul de l͛espĠƌaŶĐe, il Ŷe faut pas ouďlieƌ de mentionner la linéarité. 

On a  ܣ� = ܺ� + ʹ �ܻ + ͵ܼ�  

Ainsi on a ܧሺܣ�ሻ = �ሺܺܧ + ʹ �ܻ + ͵ܼ�ሻ = ሺܺ�ሻܧ + ሺܧʹ �ܻሻ + ሺܼ�ሻܧ͵ = ݊ʹ + ʹͶ݊ + ͵Ͷ݊ = ͹Ͷ݊  

Par liŶĠaƌitĠ de l’espĠƌaŶĐe. ܧሺܣ�ሻ = ͹Ͷ݊  

b) Vous ǀeŶez d͛Ġtaďliƌ uŶe ĠgalitĠ de AŶ eŶ foŶĐtioŶ de XŶ, YŶ et )Ŷ et oŶ ǀous deŵaŶde 
ŵaiŶteŶaŶt de ǀous dĠďaƌƌasseƌ de )Ŷ. Oƌ, tout à l͛heuƌe, ǀous aǀez tƌouǀĠ une relation de Zn en 

fonction de Xn et Yn. 

Le reste des calculs ne sera alors que de la vérification des connaissance des propriétés de la variance 

et de la covariance, notamment Cov(Xn+Yn,Xn) = Cov(Xn,Xn) + Cov(Yn,Xn). 

On a ܣ� = ܺ� + ʹ �ܻ + �ܣ �ܼ͵ = ܺ� + ʹ �ܻ + ͵ሺ݊ − ܺ� − �ܻሻ 



�ܣ = ܺ� + ʹ �ܻ + ͵݊ − ͵ܺ� − ͵ �ܻሻ ܣ� = −ʹܺ� − �ܻ + ͵݊ ܸሺܣ�ሻ = ܸሺ−ʹܺ� − �ܻ + ͵݊ሻ = ܸ(͵݊ − ሺʹܺ� + �ܻሻ) = ܸሺʹܺ� + �ܻሻ = ܸሺʹܺ�ሻ + ܸሺ �ܻሻ + ,�ܺʹሺݒ݋ܥʹ �ܻሻ = Ͷܸሺܺ�ሻ + ܸሺ �ܻሻ + Ͷݒ݋ܥሺܺ�, �ܻሻ = ͶͶ݊ + ͵݊ͳ͸ + −Ͷ݊ͺ = ͳͳ݊ͳ͸  

ܸሺܣ�ሻ = ͳͳ݊ͳ͸ ,�ܣሺݒ݋ܥ  ܺ�ሻ = ݊͵ሺݒ݋ܥ − ሺʹܺ� + �ܻሻ; ܺ�ሻ = �ܺʹ−ሺݒ݋ܥ − �ܻ; ܺ�ሻ = ;�ܺʹ−ሺݒ݋ܥ ܺ�ሻ + −ሺݒ݋ܥ �ܻ; ܺ�ሻ = −ʹܸሺܺ�ሻ − ;�ሺܺݒ݋ܥ �ܻሻ = −ʹ݊Ͷ + ݊ͅ = −͵݊ͺ  

,�ܣሺݒ݋ܥ  ܺ�ሻ = −͵݊ͺ  

8) A est un vecteur-ligne à 100 composantes. La commande y=cumsum(A) crée un vecteur-ligne 

(y1,y2,...,y100) tel que ݕ� = ∑ ሺ�ሻ��=ଵܣ ,  ሺ�ሻreprésentant le i-ème déplacement de la puce. Donc yiܣ

est l͛aďsĐisse de la puĐe apƌğs le i-ème saut. Les commandes : 

 x=1:100 

 y=cumsum(A)  

plot2d(x,y)  

iŶduiseŶt la ĐƌĠatioŶ d͛uŶe ligŶe ďƌisĠe ƌepƌĠseŶtaŶt le dĠplaĐeŵeŶt de la puĐe loƌs des ϭϬϬ pƌeŵieƌs 
sauts, l͛aďsĐisse figuƌaŶt le ŶuŵĠƌo du saut, et l͛oƌdoŶŶĠe figuƌaŶt l͛aďsĐisse du poiŶt oĐĐupĠ paƌ la 
puĐe à l͛issue de soŶ Ŷ-ième saut. 

CoŶĐlusioŶ suƌ l’exeƌĐiĐe : Une bonne connaissance des formules en probabilité est indispensable 

pour pouvoir survivre aux calculs horribles et lourdingues. L͛eǆeƌĐiĐe de pƌoďaďilitĠ seƌa toujouƌs 
loŶg et paƌŵi les plus diffiĐiles Đaƌ Đ͛est uŶ Đhapitƌe disĐƌiŵiŶaŶt eŶtƌe les ĐaŶdidats, Đe Ƌui doit ǀous 
incitez à consacrer une bonne partie de vos révisions à ce chapitre. 

 

 

 



 


