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HEC 2016. Voie Technologique. Corrigé ex1 et ex2

EXERCICE I

1.a)On trouveA2 =




1 1 1
1 1 1
1 1 3



, puisA3 =




1 1 3
1 1 3
3 3 5



, et enfin

A3 −A2 − 2A =




1 1 3
1 1 3
3 3 5



−




1 1 1
1 1 1
1 1 3



− 2




0 0 1
0 0 1
1 1 1



 =




0 0 0
0 0 0
0 0 0



.

b) La relation obtenue ena) signifie queR (A) = 0, oùR est le polynôme défini parR (X) = X3 −X2 − 2X. Ce
polynôme est donc un polynôme annulateur de la matriceA.

c) On aR (X) = X
�
X2 −X − 2

�
. Les racines du trinômeX2 −X − 2 sont−1 et 2 (racines évidentes). Les

racines deR sont donc−1, 0 et2.

d) On sait (cours) que les valeurs propres possibles de la matriceA sont racines de n’importe lequel de ses
polynômes annulateurs. Compte-tenu dec), les seules valeurs propres possibles deA sont−1, 0 et2.

2.a)On trouveAU1 =




0 0 1
0 0 1
1 1 1








1
1
−1



 =




−1
−1
1



 = −U1. PuisqueAU1 = −U1 (etU1 �= 0), −1 est

valeur propre deA, associée au vecteur propreU1.

De même, on trouveAU2 =




0 0 1
0 0 1
1 1 1








1
−1
0



 =




0
0
0



 = 0.U2. PuisqueAU2 = 0.U2 (etU2 �= 0), 0 est

valeur propre deA, associée au vecteur propreU2.

Enfin, on trouveAU3 =




0 0 1
0 0 1
1 1 1








1
1
2



 =




2
2
4



 = 2




1
1
2



 = 2U3. PuisqueAU3 = 2U3 (etU3 �= 0),

2 est valeur propre deA, associée au vecteur propreU3.
En résumé,
U1 est vecteur propre deA, associé à la valeur propre−1 ;
U2 est vecteur propre deA, associé à la valeur propre0 ;
U3 est vecteur propre deA, associé à la valeur propre2.

b) On trouvePQ =




1 1 1
1 −1 1
−1 0 2








2 2 −2
3 −3 0
1 1 2



 =




6 0 0
0 6 0
0 0 6



 = 6I (où I désigne la

matrice identité d’ordre3). On en déduit queP ×
�
1

6
Q

�
= I, ce qui montre queP est inversible, avec

P−1 =
1

6
Q =

1

6




2 2 −2
3 −3 0
1 1 2



.

c) On trouveAP =




−1 0 2
−1 0 2
1 0 4



 etPD =




−1 0 2
−1 0 2
1 0 4



. Il suffit alors de constater queAP = PD.

Comme la matriceP est inversible, en multipliant membre à membre la relationAP = PD à gauche parP−1,
on obtientP−1AP = P−1PD = D. La relationD = P−1AP signifie, puisqueD est diagonale, queA est
diagonalisable.

3.a)On montre par récurrence que, pour tout entiern ≥ 1, on aAn = PDnP−1.
Casn = 1

1



On aAP = PD. En multipliant membre à membre cette égalité, à droite parP−1, on obtientAPP−1 = PDP−1,
c’est-à-dire, puisqueAPP−1 = AI = A, queA = PDP−1.
Ainsi,A1 = PD1P−1, et la relationAn = PDnP−1 est donc vraie pourn = 1.
Hérédité

On suppose que, pour un entiern ≥ 1, quelconque, on aAn = PDnP−1. Comme, vu le casn = 1, on a
A = PDP−1, on aAn+1 = A × An =

�
PDP−1

� �
PDnP−1

�
= PDP−1PDnP−1 = PDn+1P−1 (car

PP−1 = I puisD ×Dn = Dn+1).
Ainsi la formule est encore vraie, et l’on peut alors conclure que, pour tout entiern ≥ 1,An = PDnP−1.

b. On trouvePDn =




1 1 1
1 −1 1
−1 0 2








(−1)n 0 0
0 0 0
0 0 2n



 =




(−1)n 0 2n

(−1)n 0 2n

− (−1)n 0 2× 2n



, puis

PDnQ =




(−1)n 0 2n

(−1)n 0 2n

− (−1)n 0 2× 2n








2 2 −2
3 −3 0
1 1 2





=




2n + 2 (−1)n 2n + 2(−1)n 2× 2n − 2 (−1)n

2n + 2 (−1)n 2n + 2(−1)n 2× 2n − 2 (−1)n

2× 2n − 2 (−1)n 2× 2n − 2 (−1)n 4× 2n + 2(−1)n





et enfin,An = PDnP−1 =
1

6
PDnQ =

1

6




2n + 2(−1)n 2n + 2 (−1)n 2× 2n − 2 (−1)n

2n + 2(−1)n 2n + 2 (−1)n 2× 2n − 2 (−1)n

2× 2n − 2 (−1)n 2× 2n − 2 (−1)n 4× 2n + 2 (−1)n



.

Il est toujours conseillé d’effectuer la vérification, au moins, que la formule ci-dessus est convenable pourn = 1.

4.a)Faisantn = 2 dans3.a), on obtientA2 = PD2P−1. En multipliant membre à membre cette égalité, à droite
parP , on obtientA2P = PD2P−1P , c’est-à-direA2P = PD2 ;
(variante :A2P = A (AP ) = A (PD) = (AP )D = (PD)D = PD2).
CommeM = I−2A+5A2, on a, en développant,MP = P −2AP +5A2P . CommeAP = PD etA2P = PD2,
on aMP = P − 2PD + 5PD2 = P

�
I − 2D +D2

�
.

b) La matriceI − 2D +D2, somme de trois matrices diagonales, est diagonale. De manière explicite,

I − 2D +D2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



− 2




−1 0 0
0 0 0
0 0 2



+ 5




1 0 0
0 0 0
0 0 4



 =




8 0 0
0 1 0
0 0 17



.

CommeP est inversible, on aM = P
�
I − 2D +D2

�
P−1, et I − 2D + D2 est diagonale ,M est donc

diagonalisable, et elle admet les trois valeurs propres, enévidence,1, 8 et17.

EXERCICE 2

Soit (un)n≥0 la suite définie paru0 = 1 et pour tout entiern ∈N, un+1 = ln
�
1 + u2n

�
.

1. Le programmeScilabsuivant calcule et afficheun, pour une valeur den entrée par l’utilisateur.

n= input(’entrer la valeur de n’)
u= 1;
for k=1:n
u=log(1+u^2) ;

end
disp(u)

2. On montre, par récurrence, que pour tout entiern ∈N, on a :0 ≤ un ≤ 1.
Puisque0 ≤ u0 = 1 ≤ 1, l’énoncé est vrai pourn = 0.
Si l’on suppose que, pour un entiern ≥ 0, quelconque, on a0 ≤ un ≤ 1, alors0 ≤ u2n ≤ 1, d’où 1 ≤ 1 + u2n ≤ 2,
et la croissance de la fonction logarithme sur[1, 2] entraîne queln 1 ≤ ln

�
1 + u2n

�
≤ ln 2, c’est-à-dire (ln 1 = 0)

0 ≤ un+1 ≤ ln 2, et donc, puisqueln 2 ≤ 1, 0 ≤ un+1 ≤ 1. L’énoncé est donc alors encore vrai pour l’entiern+1,
et ceci achève de prouver que, pour tout entiern ≥ 0, on a0 ≤ un ≤ 1.

2



3. Soitf la fonction définie sur l’intervalle[0, 1], à valeurs réelles, telle quef (x) = ln
�
1 + x2

�
− x.

a) f est dérivable sur[0, 1] comme composée de fonctions dérivables, etf ′ (x) =
2x

1 + x2
− 1 =

2x− 1− x2

1 + x2
.

Comme2x − 1 − x2 = −
�
x2 − 2x+ 1

�
= − (x− 1)2, on af ′ (x) = −

(x− 1)2

1 + x2
. Comme1 + x2 > 0, et

(x− 1)2 ≥ 0, pour toutx ∈ [0, 1[, f ′ (x) < 0, etf ′ (1) = 0.

Tableau de variation def

x 0 1
f ′ (x) ց 0
f 0 ln 2− 1

f est strictement décroissante sur[0, 1], avecf (0), donc, pour toutx ∈ ]0, 1], f (x) < 0.

b) Pour tout entiern ≥ 0, un+1 − un = ln
�
1 + u2n

�
− un = f (un) ≤ 0 (d’aprèsa)), la suite(un)n≥0 est donc

décroissante.

c) La suite(un)n≥0 est, d’aprèsb), décroissante, et, d’après2., décroissante. Le théorème de convergence
monotone permet alors de conclure que la suite(un)n≥0 est convergente.

4.a) Soit h la fonction définie sur[0,+∞[ parh (x) = ln (1 + x) − x. h est dérivable sur[0,+∞[ comme

composée de fonctions dérivables, eth′ (x) =
1

1 + x
− 1 = −

x

1 + x
≤ 0 pour toutx ≥ 0, h est donc décroissante

sur [0,+∞[. Commeh (0) = 0, on a, pour toutx ≥ 0, h (x) ≤ 0, ce qui revient àln (1 + x) ≤ x.

b) Appliquanta) àx = u2n, on obtientln
�
1 + u2n

�
≤ u2n, c’est-à-direun+1 ≤ u2n.

c) On montre, par récurrence, que, pour tout entiern ≥ 1, un ≤ (ln 2)
n. Commeu1 = ln

�
1 + u20

�
= ln2, on a

bienu1 ≤ (ln 2)
1, l’énoncé est donc vrai pourn = 1.

On suppose alors que, pour un entiern ≥ 1, quelconque, on aun ≤ (ln 2)
n.

Il en résulte alors queun+1 ≤ u2n = un × un ≤ (ln 2)n × (ln 2)n ≤ ln 2 × (ln 2)n, car0 < ln 2 < 1 donc
(ln 2)n ≤ ln 2. On a doncun+1 ≤ (ln 2)

n+1, l’énoncé est donc encore vrai pour l’entiern + 1. On peut alors
conclure que, pour tout entiern ≥ 1, un ≤ (ln 2)

n.

d) On a montré que, pour tout entiern ≥ 1, 0 ≤ un ≤ (ln 2)
n. Comme0 < ln 2 < 1, on a lim

n−→+∞
(ln 2)n = 0. Le

théorème de l’encadrement permet donc de conclure quelim
n−→+∞

un = 0.

e)On considère le programmeScilabsuivant :
n=0
u=1
while u >=0.0001
u=log(1+u^2)
n=n+1
end
disp(n)

On exécute ce programme. Le résultat affiché est6.

Le programme calculeun+1 tant que cette dernière valeur est supérieure ou égale à10−4, et affiche ensuite la
première valeur den pour laquelle l’opération ci-dessus n’est pas effectuée. Puisque le résultat affiché est6, c’est
que6 est la plus petite valeur den pour laquelleun < 10−4. On a doncu5 ≥ 10−4, etu6 < 10−4.

Remarque :en fait, à partir deun+1 ≤ u2n, on montre par récurrence que, pour tout entiern ≥ 1, un ≤ (ln 2)
2n−1

(on vérifie que l’inégalité est vraie pourn = 1, et si elle est vraie pour un certain entiern ≥ 1, alors, en utilisant

4.b) et l’hypothèse de récurrence,un+1 ≤ u2n ≤
	
(ln 2)2

n−1

2
= (ln 2)2×2

n−1

= (ln 2)2
n

, ce qui permet de

conclure). Le fait que, pour tout entiern ≥ 1, un ≤ (ln 2)
2n−1 entraîne que la convergence de la suite(un)n≥0

vers0 est très rapide : on a(ln 2)2
5

≃ 8 × 10−6, doncu6 ≤ 8 × 10−6. On trouve, en fait,u5 ≃ 4 × 10−4, et
u6 ≃ 2× 10−7.

3



5. L’inégalitéun ≤ (ln 2)
n, que l’énoncé demandait de démontrer pour toutn ≥ 1, est en fait vraie pour tout entier

n ≥ 0, puisqueu0 = 1 et (ln 2)0 = 1.
En additionnant membre à membre les inégalitésuk ≤ (ln 2)

k, pourk = 0, 1, ..., n− 1, on obtient
n−1�

k=0

uk ≤

n−1�

k=0

(ln 2)k =
1− (ln 2)n

1− ln 2
(somme des termes d’une suite géométrique).

4



HEC 2016. Voie Technologique. Corrigé ex3 et ex4

EXERCICE 3

1. f est nulle sur chacun des intervalles]−∞, 0[ et ]a,+∞[, et positive ou nulle sur[0, a] (cara > 0), donc
positive ou nulle surR.
f admet au plus deux points de discontinuité, en0 eta, avec

lim
x−→0−

f (x) = lim
x−→a+

f (x) = 0, lim
x−→0

+
f (x) = lim

x−→0
+

3x2

a3
= 0 = f (0), lim

x−→a−
f (x) = lim

x−→a−

3x2

a3
=
3

a
. f est

donc en fait continue enx = 0 et admet un unique point de discontinuité, en lequel elle admet une limite à gauche
et une limite à droite, toutes deux finies.

Enfin,f étant nulle en dehors de[0, a], l’intégrale
� +∞

−∞

f (x) dx converge, et
� +∞

−∞

f (x) dx =

�
a

0

f (x) dx =

�
a

0

3x2

a3
dx =

�
x3

a3

�a

0

= 1.

On peut alors conclure quef est une densité de probabilité.

2 Commef est nulle en dehors de[0, a], l’intégrale
� +∞

−∞

xf (x) dx converge, et
� +∞

−∞

xf (x) dx =

�
a

0

x× 3x
2

a3
dx =

�
a

0

3x3

a3
dx =

�
3

a3
x4

4

�a

0

=
3a

4
.

Ainsi X admet une espérance, etE (X) =
3a

4
.

De même,X2 admet une espérance, et

E
�
X2
�
=

� +∞

−∞

x2f (x) dx =

�
a

0

x2 × 3x
2

a3
dx =

�
a

0

3x4

a3
dx =

�
3

a3
x5

5

�a

0

=
3a2

5
.

X admet alors une variance, etV (X) = E
�
X2
�
−E (X)2 =

3a2

5
−
�
3a

4

�2
=
3a2

80
(après réduction).

3. Par définition de la notion de fonction de répartition, pour tout réelx, FX (x) = P ([X ≤ x]), etX admettantf

pour densité,FX (x) =
�
x

−∞

f (t) dt.

Si x < 0, f est nulle sur]−∞, x], doncFX (x) = 0.
Si 0 ≤ x ≤ a, f étant nulle sur]−∞, 0], donc sur]−∞, x], on a

FX (x) =

�
x

0

f (t) dt =

�
x

0

3t2

a3
dt =

�
t3

a3

�x

0

=
�x
a

	3
.

En particulier,FX (a) = 1 ; FX étant croissante surR, et inférieure ou égale à1, ceci entraîne que, six > a, on a

FX (x) =

�
a

0

f (t) dt = 1.

En résumé,FX (x) =






0 si x < 0
�x
a

	3
si 0 ≤ x ≤ a

1 si x > a

4. Pour tout entiern ≥ 2, on poseYn =
4

3n

n�

k=1

Xk.

a) En utilisant la linéarité de l’espérance, on aE (Yn) =
4

3n

n�

k=1

E (Xk). Comme, pour toutk = 1, ..., n,

on aE (Xk) =
3a

4
, on a

n�

k=1

E (Xk) = n × 3a

4
(somme den quantités, toutes égales à

3a

4
), d’où

1



E (Yn) =
4

3n
× n× 3a

4
= a.

CommeE (Yn) = a, Yn est un estimateur sans biais dea.

b) On notera (Yn) le risque quadratique de l’estimateurYn.
Yn étant un estimateur sans biais dea, son risque quadratique est égal à sa variance.

Doncra (Yn) = V

�
4

3n

n�

k=1

Xk

�

=
16

9n2
V

�
n�

k=1

Xk

�

. les variables aléatoiresX1,...,Xn étant indépendantes, on

aV

�
n�

k=1

Xk

�

=
n�

k=1

V (Xk) = nV (X) = n× 3a
2

80
, d’où ra (Yn) =

16

9n2
× n× 3a

2

80
=

a2

15n
.

Donc lim
n−→+∞

ra (Yn) = lim
n−→+∞

a2

15n
= 0.

c) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, appliquée àYn en tenant compte deE (Yn) = a donne, pour toutε > 0,

P ([|Yn − a| ≥ ε]) ≤ V (Yn)

ε2
.

Enb), on a vu en fait que lim
n−→+∞

V (Yn) = 0.

Donc :∀ε > 0, lim
n−→+∞

P ([|Yn − a| ≥ ε]) = 0.

5. Pour tout entiern ≥ 2, on poseZn = max (X1,X2, ..., Xn).

a) Pour toutx réel, on a[Zn ≤ x] =
n�

i=1

[Xi ≤ x]. Les variables aléatoiresX1, ..., Xn étant indépendantes, on a

doncHn (x) = P ([Zn ≤ x]) =
n�

i=1

P ([Xi ≤ x]). X1, ..., Xn suivent la même loi, de fonction de répartitionFX .

DoncHn (x) = (FX (x))
n. CommeFX (x) =






0 si x < 0
�x
a

	3
si 0 ≤ x ≤ a

1 si x > a

, on a

Hn (x) =






0 si x < 0
�x
a

	3n
si 0 ≤ x ≤ a

1 si x > a

.

b) La fonctionHn est a priori dérivable sauf peut-être en0 et ena, etH ′

n (x) =






0 si x < 0

3n

a3n
x3n−1 si 0 < x < a

0 si x > a

.

On obtient alors une densitéhn deZn en posanthn (x) =






0 si x < 0

3n

a3n
x3n−1 si 0 ≤ x ≤ a

0 si x > a

(on posehn (x) = H ′

n (x)

pour toute valeur dex pour laquelleHn est assurément dérivable, et l’on donne àhn des valeurs "arbitraires" en0
et ena).

c) hn est nulle en dehors de l’intervalle[0, a]. Donc l’intégrale
� +∞

−∞

xhn (x) dx converge, et
� +∞

−∞

xhn (x) dx =

�
a

0

xhn (x) dx =

�
a

0

3n

a3n
x3n dx =

�
3n

a3n
× x3n+1

3n+ 1

�a

0

=
3n

3n+ 1
a.

Doncba (Zn) = E (Zn)− a =
3n

3n+ 1
a− a = − a

3n+ 1
.

d) On a, comme plus haut,

E
�
Z2n
�
=

� +∞

−∞

x2hn (x) dx =

�
a

0

x2hn (x) dx =

�
a

0

3n

a3n
x3n+1 dx =

�
3n

a3n
× x3n+2

3n+ 2

�a

0

=
3n

3n+ 2
a2.
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DoncZn admet une variance, avec :

V (Zn) = E
�
Z2n
�
−E (Zn)

2 =
3n

3n+ 2
a2 −

�
3n

3n+ 1
a

�2
=

3na2

(3n+ 1)2 (3n+ 2)
.

On en déduit quera (Zn) = V (Zn) + (ba (Zn))
2 =

3na2

(3n+ 1)2 (3n+ 2)
+

�
− a

3n+ 1

�2
=

2a2

(3n+ 1) (3n+ 2)
.

On a donc lim
n−→+∞

ra (Zn) = lim
n−→+∞

2a2

(3n+ 1) (3n+ 2)
= lim
n−→+∞

2a2

3n× 3n = 0.

Remarque : on a trouvéra (Yn) =
a2

15n
et ra (Zn) =

2a2

(3n+ 1) (3n+ 2)
. Les deux risques quadratiques tendent

vers0 quandn tend vers l’infini.

Cependant, on a
ra (Zn)

ra (Yn)
=

30n

(3n+ 1) (3n+ 2)
, donc

lim
n−→+∞

ra (Zn)

ra (Yn)
= lim
n−→+∞

30n

(3n+ 1) (3n+ 2)
= lim
n−→+∞

30n

9n2
= lim
n−→+∞

10

3n
= 0. ra (Zn) tend vers0 "plus vite"

quera (Yn), ce qui constitue, bien queYn soit "sans biais" un critère de "meilleur choix" en faveur deZn.

6. Soitθ un réel vérifiant0 < θ < a.

a) On a[|Zn − a| ≥ θ] = ([|Zn − a| ≥ θ] ∩ [Zn − a ≥ 0]) ∪ ([|Zn − a| ≥ θ] ∩ [Zn − a ≤ 0]).
LorsqueZn − a ≥ 0, on a|Zn − a| = Zn − a, donc([|Zn − a| ≥ θ] ∩ [Zn − a ≥ 0]) = [Zn − a ≥ θ] ;
lorsqueZn − a ≤ 0, on a|Zn − a| = − (Zn − a), donc
([|Zn − a| ≥ θ] ∩ [Zn − a ≤ 0]) = ([− (Zn − a) ≥ θ] ∩ [Zn − a ≤ 0]) = [Zn − a ≤ −θ].
En résumé[|Zn − a| ≥ θ] = [Zn − a ≥ θ] ∪ [Zn − a ≤ −θ].
b) Les événements[Zn − a ≥ θ] et [Zn − a ≤ −θ] sont incompatibles (carθ > 0). Donc
P ([|Zn − a| ≥ θ]) = P ([Zn − a ≥ θ]) + P ([Zn − a ≤ −θ])
On aP ([Zn − a ≥ θ]) = 1−P ([Zn − a < θ]) = 1−P ([Zn − a ≤ θ]) carZn est une variable aléatoire à densité.
CommeP ([Zn − a ≤ θ]) = P ([Zn ≤ a+ θ]) = Hn (a+ θ), on aP ([Zn − a ≥ θ]) = 1−Hn (a+ θ).
D’autre part,P ([Zn − a ≤ −θ]) = P ([Zn ≤ a− θ]) = Hn (a− θ).
Finalement,P ([|Zn − a| ≥ θ]) = 1−Hn (a+ θ) +Hn (a− θ).

c) En5.a)on a montré queHn (x) =






0 si x < 0
�x
a

	3n
si 0 ≤ x ≤ a

1 si x > a

.

Comme0 < θ < a, on a aussi0 < a− θ < a, doncHn (a− θ) =

�
a− θ

a

�3n
.

De plusa+ θ > a, doncHn (a+ θ) = 1.

Il en résulte queP ([|Zn − a| ≥ θ]) =

�
a− θ

a

�3n
. Comme0 < a− θ < a, on a0 <

a− θ

a
< 1, d’où

lim
n−→+∞

�
a− θ

a

�3n
= 0. Ainsi lim

n−→+∞
P ([|Zn − a| ≥ θ]) = 0.

EXERCICE 4

Une puce se déplace sur un axe gradué. À l’instant0, la puce se trouve sur le point d’abscisse0.
À partir de l’instant0, la puce effectue à chaque instant, un saut vers la droite selon le protocole suivant :

• elle effectue un saut d’une unité vers la droite avec la probabilité
1

2
;

• elle effectue un saut de deux unités vers la droite avec la probabilité
1

4
;

• elle effectue un saut de trois unités vers la droite avec la probabilité
1

4
.
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Les différents sauts sont supposés indépendants.
Pour tout entiern ≥ 1, on définit les variables aléatoires suivantes :
•Xn est égale au nombre de sauts d’une unité effectués lors desn premiers sauts;
• Yn est égale au nombre de sauts de deux unités effectués lors desn premiers sauts;
• Zn est égale au nombre de sauts de trois unités effectués lors desn premiers sauts;
• An est égale à l’abscisse du point occupé par la puce à l’issue desonn-ième saut.

1. Il est clair que queA1 (Ω) = {1, 2, 3}, les différentes données figurant de manière explicite dansl’énoncé :

P ([A1 = 1]) =
1

2
(c’est la probabilité que la puce effectue un saut d’une unité vers la droite),P ([A1 = 2]) =

1

4

(c’est la probabilité que la puce effectue un saut de deux unités vers la droite),P ([A1 = 3]) =
1

4
(c’est la

probabilité que la puce effectue un saut de trois unités versla droite).
On en déduit que :
E (A1) = 1× P ([A1 = 1]) + 2× P ([A1 = 2]) + 3× P ([A1 = 3])

= 1× 1
2
+ 2× 1

4
+ 3× 1

4
=
7

4
puis
E
�
A21
�
= 12 × P ([A1 = 1]) + 2

2 × P ([A1 = 2]) + 3
2 × P ([A1 = 3])

= 1× 1
2
+ 4× 1

4
+ 9× 1

4
=
15

4

dont on déduit, par la formule de Koenig-Huygens,V (A1) = E
�
A21
�
−E (A1)

2 =
15

4
−
�
7

4

�2
=
11

16
.

2.a)A2 est égale à l’abscisse du point occupé par la puce à l’issue deson deuxième saut. À chaque saut, la puce
effectue, au minimum un saut, doncA2 ≥ 2, et au maximum trois sauts, doncA2 ≤ 2× 3 = 6.
Ainsi A2 (Ω) ⊂ [[2, 6]].
· l’événement[A2 = 2] est réalisé par[X2 = 2] (deux sauts d’une unité lors des deux premiers sauts);

· l’événement[A2 = 3] est réalisé par exemple par[X2 = 1] ∩ [Y2 = 1] (un saut d’une unité et un saut de deux
unités lors des deux premiers sauts);

· l’événement[A2 = 4] est réalisé par exemple par[Y2 = 2] (deux sauts de deux unités lors des deux premiers
sauts);
· l’événement[A2 = 5] est réalisé par[Y2 = 1]∩ [Z2 = 1] (un saut de deux unités, et un saut de trois unités lors des
deux premiers sauts);
· l’événement[A2 = 6] est réalisé par[Z2 = 2] (deux sauts de trois unités lors des deux premiers sauts).
On a donc, en faitA2 (Ω) = [[2, 6]].
Si l’on noteD1 (respectivementD2, respectivementD3), l’événement "lors du deuxième saut, la puce a effctué un
saut d’une (respectivement de deux, respectivement de trois) unités, on a :

P (D1) =
1

2
, P (D2) = P (D3) =

1

4
(ce sont les données de l’énoncé). D’autre part :

· [A2 = 2] = [X1 = 1] ∩D1 (un saut d’une unité lors du premier saut, suivi d’un saut d’une unité lors du deuxième

saut). Les sauts étant supposés indépendants, on aP ([A2 = 2]) = P ([X1 = 1])P (D1) =
1

2
× 1
2
=
1

4
.

· [A2 = 3] = ([X1 = 1] ∩D2) ∪ ([Y1 = 1] ∩D1) (un saut d’une unité lors du premier saut, suivi d’un saut
de deux unités lors du deuxième saut, ou bien un saut de deux unités lors du premier saut, suivi d’un saut
d’une unité lors du deuxième saut). Par incompatibilité (par exemple parce queD1etD2 sont incompatibles),
P ([A2 = 3]) = P ([X1 = 1] ∩D2) + P ([Y1 = 1] ∩D1). Les sauts étant supposés indépendants, on a

P ([X1 = 1] ∩D2) = P ([X1 = 1])P (D2) =
1

2
× 1
4
=
1

8
, et

P ([Y1 = 1] ∩D1) = P ([Y1 = 1])P (D1) =
1

4
× 1
2
=
1

8
, d’oùP ([A2 = 3]) =

1

8
+
1

8
=
1

4
.

· [A2 = 4] = ([X1 = 1] ∩D3) ∪ ([Y1 = 1] ∩D2) ∪ ([Z1 = 1] ∩D1) (un saut d’une unité lors du premier
saut, suivi d’un saut de trois unités lors du deuxième saut, ou bien deux sauts de deux unités, ou bien
un saut de trois unités lors du premier saut, suivi d’un saut d’une unité lors du deuxième saut). Les
événements([X1 = 1] ∩D3), ([Y1 = 1] ∩D2) et ([Z1 = 1] ∩D1) étant deux à deux incompatibles, on a
P ([A2 = 4]) = P ([X1 = 1] ∩D3) + P ([Y1 = 1] ∩D2) + P ([Z1 = 1] ∩D1). Les sauts étant supposés
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indépendants, on aP ([X1 = 1] ∩D3) = P ([X1 = 1])P (D3) =
1

2
× 1
4
=
1

8
,

P ([Y1 = 1] ∩D2) = P ([Y1 = 1])P (D2) =
1

4
× 1
4
=
1

16
, et

P ([Z1 = 1] ∩D1) = P ([Z1 = 1])P (D1) =
1

4
× 1
2
=
1

8
, d’oùP ([A2 = 4]) =

1

8
+
1

16
+
1

8
=
5

16
.

· [A2 = 5] = ([Z1 = 1] ∩D2) ∪ ([Y1 = 1] ∩D3) (un saut de trois unités lors du premier saut, suivi d’un saut
de deux unités lors du deuxième saut, ou bien un saut de deux unités lors du premier saut, suivi d’un saut de
trois unités lors du deuxième saut). Par incompatibilitéP ([A2 = 5]) = P ([Z1 = 1] ∩D2) + P ([Y1 = 1] ∩D3).

Les sauts étant supposés indépendants, on aP ([Z1 = 1] ∩D2) = P ([Z1 = 1])P (D2) =
1

4
× 1

4
=

1

16
, et

P ([Y1 = 1] ∩D3) = P ([Y1 = 1])P (D3) =
1

4
× 1
4
=
1

16
, d’oùP ([A2 = 5]) =

1

16
+
1

16
=
1

8
· [A2 = 6] = [Z1 = 1] ∩ D3 (deux sauts de trois unités). Les sauts étant supposés indépendants, on a

P ([A2 = 6]) = P ([Z1 = 1])P (D3) =
1

4
× 1
4
=
1

16
. En résumé,

P ([A2 = 2]) =
1

4
, P ([A2 = 3]) =

1

4
, P ([A2 = 4]) =

5

16
, P ([A2 = 5]) =

1

8
, P ([A2 = 6]) =

1

16
.

b) On a
E (A2) = 2× P ([A2 = 2]) + 3× P ([A2 = 3]) + 4× P ([A2 = 4]) + 5× P ([A2 = 5]) + 6× P ([A2 = 6])

= 2× 1
4
+ 3× 1

4
+ 4× 5

16
+ 5× 1

8
+ 6× 1

16

=
7

2

3.a)La loi du couple(A2, Z2) est donnée dans le tableau suivant :

A2 2 3 4 5 6
Z2

0
1

4

1

4

1

16
0 0

1 0 0
1

4

1

8
0

2 0 0 0 0
1

16

Commentaires :par exemple, commeZ2 est le nombre de sauts (vers la droite) de trois unités après deux sauts, et
A2 l’abscisse atteint par la puce après ces deux sauts , on aA2 ≥ 3Z2, ce qui donne, d’un coup,
P ([A2 = k] ∩ [Z2 = 2]) = 0 pour toutk ∈ {2, 3, 4, 5} etP ([A2 = 2] ∩ [Z2 = 1]) = 0.
On a aussi (autre exemple)[A2 = 2] ⊂ [Z2 = 0] (A2 = 2 entraîneZ2 = 0), donc[A2 = 2] ∩ [Z2 = 0] = [A2 = 2],
ce qui donneP ([A2 = 2] ∩ [Z2 = 0]) = P ([A2 = 2]) =

1

4
.

Les autres cas se traitent de manière analogue.
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On récupère la loi deZ2 en additionnant les quantités figurant dans les lignes du tableau ci-dessus :

A2 2 3 4 5 6 loi deZ2
Z2

0
1

4

1

4

1

16
0 0

9

16

1 0 0
1

4

1

8
0

3

8

2 0 0 0 0
1

16

1

16

En résumé,Z2 (Ω) = {0, 1, 2}, et

P ([Z2 = 0]) =
9

16
, P ([Z2 = 1]) =

3

8
, P ([Z2 = 2]) =

1

16
.

On en déduit :

E (Z2) = 0× P ([Z2 = 0]) + 1× P ([Z2 = 1]) + 2× P ([Z2 = 2]) =
3

8
+ 2× 1

16
=
1

2
.

b) Pour calculer la covarianceCov (A2, Z2) deA2 etZ2, on utilise la formule

Cov (A2, Z2) = E (A2Z2)−E (A2)E (Z2). On sait déjà queE (A2) =
7

2
etE (Z2) =

1

2
.

On calculeE (A2Z2) s’obtient comme étant la somme des15 quantitési × j × P ([A2 = i] ∩ [Z2 = j]), pour
i ∈ {2, 3, 4, 5, 6}, etj ∈ {0, 1, 2}.
En fait, un rapide coup d’oeil au tableau de la loi du couple(A2, Z2) montre que seules trois de ces15 quantités ne
sont pas nulles, et qu’on a :
E (A2Z2) = 4× 1× P ([A2 = 4] ∩ [Z2 = 1]) + 5× 1× P ([A2 = 5] ∩ [Z2 = 1]) + ...

...+ 6× 2× P ([A2 = 6] ∩ [Z2 = 2])

= 4× 1
4
+ 5× 1

8
+ 12× 1

16
=
19

8
.

Il en résulte queCov (A2, Z2) =
19

8
− 7
2
× 1
2
=
5

8
.

Si les variables aléatoiresA2 etZ2 étaient indépendantes, leur covariance serait nulle. PuisqueCov (A2, Z2) �= 0,
A2 et Z2 ne sont pas indépendantes (remarque: si l’on avait trouvéCov (A2, Z2) = 0, aucune conclusion
immédiate n’aurait été possible).

4. Le programme suivant simule les100 premiers déplacements de la puce.

zeros(1,100)
for k=1:100

t=grand(1,1,’uin’,1,4)
if t <=2 then A (k) = 1
end
if t==3 then A (k) = 2
end
if t==4 then A (k) = 3
end

end
disp( A)
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Commentaires :t <=2 est réalisé avec la probabilité
2

4
=
1

2
, la puce se déplace alors d’une unité vers la droite;

t==3 est réalisé avec la probabilité
1

4
, la puce se déplace alors de deux unités vers la droite; t==4 est réalisé avec

la probabilté
1

4
, la puce se déplace alors de trois unités vers la droite.

5. À chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d’une unité vers la droite constitue une épreuve de Bernoulli

de paramètre
1

2
. Ces épreuves sont supposées indépendantes par l’énoncé ("Les différents sauts sont supposés

indépendants") . Le nombre de sauts d’une unité au cours den sauts, c’est-à-direXn, suit donc la loi binomiale

B
�
n,
1

2

�
.

De même, à chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut de deuxunités vers la droite constitue une épreuve de

Bernoulli de paramètre
1

4
, ces épreuves étant supposées indépendantes. Le nombre de sauts de deux unités au cours

den sauts, c’est-à-direYn, suit donc la loi binomialeB
�
n,
1

4

�
.

Enfin, et de mêmeZn suit la loi binomialeB
�
n,
1

4

�
.

À chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d’une, ou de deux unités vers la droite constitue une épreuve de

Bernoulli, de paramètre
3

4
, égal à la somme des probabilités d’effectuer un saut d’une unité (

1

2
), et d’effectuer un

saut de deux unités (
1

4
). Là encore ces épreuves sont supposées indépendantes. Le nombre de sauts d’une unité ou

de deux unités, c’est-à-direXn + Yn, suit donc la loi binomialeB
�
n,
3

4

�
.

6.a) La relationXn + Yn + Zn = n signifie simplement que la sommeXn du nombre de sauts d’une unité, du
nombreYn de sauts de deux unités, et du nombreZn de sauts de trois unités, est égale au nombre total de sauts,
c’est-à-diren.
On en déduit queZn = n − (Xn + Yn), d’où Cov (Zn,Xn + Yn) = Cov (n− (Xn + Yn) , Xn + Yn) =
−Cov (Xn + Yn, Xn + Yn) (rappel : si X et Y sont deux variables aléatoires, on a, pour tous réelsa et b ,
Cov (aX + b, Y ) = aCov (X,Y )).

CommeCov (Xn + Yn, Xn + Yn) = V (Xn + Yn) = n × 3
4
× 1
4
=
3n

16
(en appliquant la formule qui donne la

variance d’une loi binomiale), on a finalementCov (Zn,Xn + Yn) = −
3n

16
.

b) On sait queXn suit la loi binomialeB
�
n,
1

2

�
, doncV (Xn) = n× 1

2
× 1
2
=

n

4
;

de même,Yn suit la loi binomialeB
�
n,
1

4

�
, doncV (Yn) = n× 1

4
× 3
4
=
3n

16
;

de même,Xn + Yn suit la loi binomialeB
�
n,
3

4

�
, doncV (Xn + Yn) = n× 3

4
× 1
4
=
3n

16
.

De plus, on sait queV (Xn + Yn) = V (Xn) + 2Cov (Xn, Yn) + V (Yn).

On a donc
3n

16
=

n

4
+ 2Cov (Xn, Yn) +

3n

16
, et il en résulte queCov (Xn, Yn) = −

n

8
.

c) CommeXn etYn ont des variances non nulles, on peut définir leur coefficientde corrélation linéaireρ (Xn, Yn)

parρ (Xn, Yn) =
Cov (Xn, Yn)�
V (Xn)

�
V (Yn)

. Doncρ (Xn, Yn) =
−n

8

�
n

4

�
3n

16

= −1
3

√
3.

7.a)Lors desn sauts, la puce a effectué :
. Xn sauts d’une unité, qui ont contribué à augmenter son abscisseAn deXn unités;
. Yn sauts de deux unités, qui ont contribué à augmenter son abscisseAn de2Yn unités;
. Zn sauts de trois unités, qui ont contribué à augmenter son abscisseAn de3Zn unités.
On a doncAn = Xn + 2Yn + 3Zn.
Il en résulte (linéarité de l’espérance) queE (An) = E (Xn) + 2E (Yn) + 3E (Zn).
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CommeXn suit la loi binomialeB
�
n,
1

2

�
, on aE (Xn) =

n

2
;

commeYn suit la loi binomialeB
�
n,
1

4

�
, on aE (Yn) =

n

4
;

commeZn suit la loi binomialeB
�
n,
1

4

�
, on aE (Zn) =

n

4
.

DoncE (An) =
n

2
+ 2× n

4
+ 3× n

4
=
7n

4
.

b) PuisqueZn = n− (Xn + Yn), la formuleAn = Xn + 2Yn + 3Zn donne
An = Xn + 2Yn + 3n− 3 (Xn + Yn) = 3n− (2Xn + Yn).
On en déduitV (An) = V (3n− (2Xn + Yn)) = V (2Xn + Yn) (rappel : si X est une variable aléatoire, pour
tous réelsa et b, on aV (aX + b) = a2V (X) ; appliquer àb = 3n, a = −1, X = 2Xn + Yn).
DoncV (An) = V (2Xn) + 2Cov (2Xn, Yn) + V (Yn) = 4V (Xn) + 4Cov (Xn, Yn) + V (Yn).

CommeV (Xn) =
n

4
, V (Yn) =

3n

16
, etCov (Xn, Yn) = −

n

8
, on a

V (An) = 4×
n

4
+ 4×

�
−n

8

	
+
3n

16
=
11

16
n.

Remarque: en1. on a trouvéV (A1) =
11

16
, valeur en accord avecV (An) =

11

16
n.

On aCov (An,Xn) = Cov (3n− (2Xn + Yn) ,Xn) = −2Cov (Xn,Xn)−Cov (Yn, Xn).

CommeCov (Xn,Xn) = V (Xn) =
n

4
, etCov (Yn,Xn) = Cov (Xn, Yn) = −

n

8
, on a

Cov (An,Xn) = −2×
n

4
−
�
−n

8

	
= −3n

8
.

8. A est un vecteur-ligne à100 composantes. La commandey=cumsum(A) crée un vecteur-ligne(y1, y2, ..., y100)

tel queyk =
k�

i=1

A (i), A (i) représentant lei-ème déplacement de la puce. Doncyi est l’abscisse de la puce après

le i-ème saut.
Les commandes :
x=1:100
y=cumsum(A)
plot2d(x,y)
induisent la création d’une ligne brisée représentant le déplacement de la puce lors des100 premiers sauts,
l’abscisse figurant le numéro du saut, et l’ordonnée figurantl’abscisse du point occupé par la puce à l’issue de son
n-ième saut.
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