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HEC 2016. Voie Technologique. Corrigé ex1 et ex2

EXERCICE |
1 11 1 1 3
l.a)Ontrouved? = 1 1 1 |,puisd®=| 1 1 3 |,etenfin
1 1 3 3 35
11 3 111 0 01 0 00
A3 —A?2 2= 113 ]—-(111]-21001]}|=1000
3 35 1 1 3 1 11 0 00
b) La relation obtenue ea) signifie queR (A) = 0, ol R est le polynéme défini pak (X) = X3 — X2 — 2X. Ce

polynéme est donc un polynédme annulateur de la mattice

c)OnaR(X) = X (X? - X —2). Les racines du trindbm&? — X — 2 sont—1 et2 (racines évidentes). Les
racines deR sont donc-1, 0 et 2.

d) On sait (cours) que les valeurs propres possibles de lagmatrsont racines de n'importe lequel de ses
polynémes annulateurs. Compte-tenwciides seules valeurs propres possiblesidmnt—1, 0 et 2.

0 01 1 -1
2.a)OntrouveAU; = 0 0 1 1 = | —1 | = —=U;. PuisquedAU; = —U; (etU; # 0), —1 est

111 -1 1
valeur propre del, associée au vecteur profre.

0 01 1 0
De méme, ontrouvelUs = | 0 0 1 —1 | =1 0 | =0.Us. PuisquedU; = 0.U; (etUs # 0), 0 est
111 0 0
valeur propre ded, associée au vecteur pro;ﬁ@
0 01 2 1
Enfin, on trouveAdUs; = | 0 0 1 1 =\| 2 | =2 1 | =2Us. PuisquedUs = 2U;3 (etUs # 0),
111 2 4 2

2 est valeur propre dd, associée au vecteur prorg.
En résumé,
U, est vecteur propre dé, associé a la valeur proprel ;
U, est vecteur propre dé, associé a la valeur propbe
Us est vecteur propre dé, associé a la valeur propze

1 1 1 2 2 =2 6 0 0
b) On trouve PQ = 1 -1 1 3 -3 0 = 0 6 0 = 6/ (ou I désigne la

-1 0 2 1 1 2 0 0 6
matrice identité d’'ordrg). On en déduit que® x éQ = I, ce qui montre qu&” est inversible, avec

2 2 =2
1 1
P t= EQ =5 3 -3 0
1 1 2
-1 0 2 -1 0 2
c)OntrouveAP=| -1 0 2 |etPD=| —1 0 2 |.IlIsuffitalorsde constater quéP = PD.
1 0 4 1 0 4

Comme la matrice? est inversible, en multipliant membre & membre la relatidh = PD a gauche paP~!,
on obtientP~'AP = P~'PD = D. LarelationD = P~! AP signifie, puisqueD est diagonale, qud est
diagonalisable.

3.a2) On montre par récurrence que, pour tout entier 1, on aA” = PD" P,
Casn =1



On aAP = PD. En multipliant membre & membre cette égalité, & droitefpar, on obtientAPP~! = PDP!,
c'est-a-dire, puisquel PP~ = Al = A, queA = PDP~!,

Ainsi, A' = PD'P~1, etlarelationA” = PD"P~! est donc vraie pout = 1.

Hérédité

On suppose que, pour un entier> 1, quelconque, on a” = PD"P~!. Comme, vulecas = 1, ona

A = PDP', onaA™! = Ax A" = (PDP') (PD"P~') = PDP~'PD"P~! = PD"*' P~ (car
PP~ = IpuisD x D* = D"t1),

Ainsi la formule est encore vraie, et I'on peut alors corelgue, pour tout entier > 1, A» = PD"P~1,

1 1 1 (=)™ 0 0 (-)™ 0 2°
b. On trouvePD™ = 1 -1 1 0 0 0 |= -n™ o 2" , puis
-1 0 2 0o 0 2" — (=)™ 0 2x2"
(-H)" 0 2 2 2 -2
pp"Q = (-1 o 2o 3 -3 0
— (=)™ 0 2x2" 1 1 2
2 42 (—1)" 24 2(=1)" 2% 2" —2(—1)"
= 24 2(—1)" 24 2(=1)" 2% 2" —2(—1)"

2x 2" —2(=1)" 2x2" —2(=1)" 4x2"4+2(-1)"
. . 2" 4 2(—1)" 2"+ 2(=1)"  2x2" —2(—1)"
etenfin, A" = PD"P~! = sPDQ =< 2" 4+ 2(—1)" 2"+ 2(=1)"  2x2" —2(—1)"
2x 2" —2(=1)" 2x2" —2(=1)" 4x2"4+2(-1)"
Il est toujours conseillé d’effectuer la vérification, auims) que la formule ci-dessus est convenable posr 1.

4.a) Faisant» = 2 dans3.a), on obtient4? = PD?P~!, En multipliant membre & membre cette égalité, a droite
par P, on obtient4d?P = PD?P~'P, c'est-a-diredA’P = PD?;

(variante : A2P = A (AP) = A(PD) = (AP)D = (PD) D = PD?).

CommeM = I —2A 4542, on a, en développamt/P = P —2AP +5A%2P. CommeAP = PD et A?P = PD?,
onaMP =P —2PD+5PD?=P (I —2D + D?).

b) La matricel — 2D + D?, somme de trois matrices diagonales, est diagonale. Dezneamiplicite,

1 00 -1 0 0 1 00 8 0 0
I-2D+D*>=| 01 0 | -2 0o 00 J]+5(0O0O0])]=10120
0 01 0 0 2 0 0 4 0 0 17

CommeP est inversible, on &/ = P (I —2D + D*) P~1, et] — 2D + D? est diagonale ) est donc
diagonalisable, et elle admet les trois valeurs propreéyetence,l, 8 et 17.

EXERCICE 2

Soit (un),,> 1a suite définie pany = 1 et pour tout entien € N, u, 11 = In (1+u2).

1. Le programméScilabsuivant calcule et affiche,,, pour une valeur de entrée par I'utilisateur.

n= input(entrer la valeur de n’)
u= 1;

for k=1:n

u=log(1+u”2) ;

end

disp(u)

2. On montre, par récurrence, que pour tout entier N, ona :0 < u, < 1.

Puisqued < ug =1 < 1, I'énoncé est vrai pout = 0.

Sil'on suppose que, pour un entier> 0, quelconque, on & < u,, < 1, alors0 < u% <1l,doul <1+ u% <2,
et la croissance de la fonction logarithme sur] entraine quén1 < In (1 +»2) < In2, c'est-a-direln 1 = 0)

0 < upt+1 <In2,etdonc, puisqumn2 < 1,0 < u,+1 < 1. L'énoncé est donc alors encore vrai pour I'entier 1,
et ceci achéve de prouver que, pour tout entier 0, on a0 < u,, < 1.



3. Soit f la fonction définie sur I'intervall¢o, 1], a valeurs réelles, telle qye(z) = In (1 + 2?) — =.

2x 20 — 1 — 22
a) f est dérivable suj0, 1] comme composée de fonctions dérivables’ét) = =
(z—1)

Comme2z — 1 —2% = — (22— 22 +1) = — (z—1)*, onaf (z) = . Commel + 22 > 0, et
(z —1)* >0, pour toutz € [0, 1], f' (x) <0, etf’ (1) = 0.

Tableau de variation dé¢

1422

T 0 1
[ (x) N0

f 0 In2-1
0), donc, pour tout: € ]0, 1], f (z) < 0.

f est strictement décroissante furl], avecf

Y

b) Pour tout entier. > 0, w1 — un = In (1 4+ ud) —un = f (un) < 0 (d'aprésa)), la suite(u,),,~, est donc
décroissante. B

c) La suite(u,),~, est, d'apred), décroissante, et, d’apr@s, décroissanteLe théoreme de convergence
monotone permet alors de conclure que la suitg,, -, est convergente.

4.a) Soit h la fonction définie suf0, +oo| parh (z) = In (1 + ) — . h est dérivable suj0, +oc[ comme

composée de fonctions dérivableshétr) = 72 1= —% < 0 pour toutz > 0, h est donc décroissante
T X

sur[0, +oo[. Commeh (0) = 0, on a, pour tout: > 0, h (z) < 0, ce quirevientan (1 + z) < z.

b) Appliquanta) &z = u2, on obtientin (1 + u2) < u?2, c’est-a-direu, 1 < u?.

c) On montre, par récurrence, que, pour tout entier 1, u,, < (In2)". Commeu; = In (1 + u%) =In2,0na
bienu; < (In2)*, '"énoncé est donc vrai pour = 1.

On suppose alors que, pour un entier 1, quelconque, on a,, < (In2)".

Il en résulte alors que,, 11 < u2 = u, X u, < (In2)" x (In2)" < In2 x (In2)", car0 < In2 < 1 donc
(In2)" < In2. On adoncu,.; < (In2)"*, I'énoncé est donc encore vrai pour I'entier- 1. On peut alors
conclure que, pour tout entier> 1, u,, < (In2)".

d) On a montré que, pour tout entier> 1, 0 < u, < (In2)". Comme) <In2 < 1,ona lim (In2)" =0.Le

n—s--+oo

théoreme de I'encadrement permet donc de conclure giue u,, = 0.

n—--+oo

€) On considere le programngeilabsuivant :
n=0

u=1

while u >=0.0001

u=log(1+u”2)

n=n+1

end

disp(n)

On exécute ce programme. Le résultat affichéest

Le programme calcule,,,; tant que cette derniére valeur est supérieure ou égele4 et affiche ensuite la
premiére valeur de pour laquelle I'opération ci-dessus n’est pas effectuéésdele le résultat affiché et c’est
que6 est la plus petite valeur depour laquellew,, < 10~4. On a donaus > 1074, etug < 1074

Remarque en fait, a partir dew,,; < u2, on montre par récurrence que, pour tout entier 1, u,, < (In 2)2"71

(on vérifie que l'inégalité est vraie pour= 1, et si elle est vraie pour un certain entieg> 1, alors, en utilisant
n—1 2 n—1 n .

4.b) et I'hypothése de récurrence,,; < u2 < <(ln 2)? ) = (In2)>**"" = (In2)*", ce qui permet de

conclure). Le fait que, pour tout entier> 1, u,, < (In 2)2"71 entraine que la convergence de la suitg),,-,

vers0 est trés rapide : on @n2)?’ ~ 8 x 10~6, doncug < 8 x 10~6. On trouve, en faity; ~ 4 x 104, et
ug ~ 2 x 1077,



5. Linégalitéu,, < (In2)", que I'énoncé demandait de démontrer pour tout 1, est en fait vraie pour tout entier
n >0, puisqueuy = 1 et(In2)° = 1.
En additionnant membre & membre les inégalites< (In 2)’“, pourk =0,1,...,n — 1, on obtient

In2 . L .
Z“k < Z (In2)" (? 2) (somme des termes d’une suite géométrique).



HEC 2016. Voie Technologique. Corrigé ex3 et ex4

EXERCICE 3

1. f estnulle sur chacun des intervallesx, 0] et |a, +o0], et positive ou nulle suj0, a] (cara > 0), donc
positive ou nulle suR.
f admet au plus deux points de discontinuitéperta, avec
2
hm (= ): hm f( ) = hm f( ) = lim 3—3—()—f(0), hm f(x) = lim 3%:§ f est
z—0T @ rz—a~ G
donc en fait contlnue en=0et admet un unigque point de dlSCOﬂtIﬂUIte en lequel ellecadme Ilmlte a gauche
et une limite & droite, toutes deux finies.

+o00
Enfin, f étant nulle en dehors d@, o], I'intégrale f (z) dx converge, et

+oof dsc—/f dx_/a?"’” []::1.

On peut alors conclure guéest une densité de probabilité.

“+o0
2 Commef est nulle en dehors de, a], I’intégrale/ xf (x) dx converge, et

teo @ @33 _o§x4a 3a
/oo:rf(x)d:c—/oscx—d / _[EZ]O_Z_

Ainsi X admet une espérance,/e(X) = 4 .
De méme X2 admet une espérance, et

E(X2):/_:Ox2f(x)dx:/ ><—d /a3"” [ %5};:3—5

9 3a? 3a 3a?
X admet alors une variance, 8t X) = E (X?) — E(X)* = = \7) == (apres réduction).

3. Par définition de la notion de fonction de répartition, pawttréelzr, Fx (x) = P ([X < z]), et X admettantf
pour densitéFy (x / f(t) dt.

Siz <0, f est nulle suf—oo, z], doncFx (z) = 0.
Si0 <z <a, f étant nulle suf—oo 0], donc suj—oo, z], on a

/f ) dt = /x?’—tzdt []0:6)3.

En partlcullerFX (a) = 1; Fx étant croissante s, et inférieure ou égale B ceci entraine que, $i > a, on a
Px(a)= [ () dt=1
0
0 siz <0
. , T\3 .
EnrésuméFy (z) = (5) si0<z<a
1 siz > a

n

. 4
4., Pour tout entier, > 2, on posey,, = — X
z p 3n Z k

k=1
a) En utilisant la linéarité de I'espérance, orfdY,,) = 3 ZE(Xk). Comme, pour touk = 1,...,n
"=
3a " 3a » ) 3a, o, .
onak (Xy) = R on aZE(Xk) =nx-—r (somme den quantités, toutes egales?), d'ou

k=1



4 3a
E(Yn)—s—anXz—G.

CommeE (Y,,) = a, Y, estun estimateur sans biaisde
b) On noter, (Y;,) le risque quadratique de I'estimateyjy.
Y,, étant un estimateur sans biaisdeon risque quadratique est égal & sa variance.

4 & 1 - . _ s
Doncr, (Y,) =V | — ZXk _ 16, ZXk . les variables aléatoireX; ..., X,, étant indépendantes, on
3n — 9n? —

- - 3a? 16 3a2 a?
v X | = V(X)) = X) = —,dour, (Y,) = —_— =
a Z k) ; (Xg) =nV (X)=nx %0 our, (V) o2 X" %30 = Ton
_ 2
D 1. a Yn = 1' _— =
Oncn—l>n+looT ( ) n—l>n+lool5n 0

c) Linégalité de Bienaymé-Tchebychev, appliquég,gen tenant compte d& (Y,,) = a donne, pour tout > 0,
V (Yn)

P([|Yn —al > ¢]) < —5™.

Enb), on a vu en fait que lirr+1 V(Y,) =0.

Donc : Ve > 0, lini P([|Y, —a|] >¢€]) =0.

5. Pour tout entier, > 2, on poseZ,, = max (X1, Xo, ..., Xp).

n
a) Pour toutz réel, on d7,, < z| = ﬂ [X; < z]. Les variables aléatoiresy, ..., X,, étant indépendantes, on a
=1

doncH, (z) = P([Z, < z]) = HP ([Xi < z]). Xq,..., X, suivent la méme loi, de fonction de répartitidly .
=1

0 siz <0
Donc H,, (z) = (Fx (x))". CommeFx (z) = (§>3 si0<z<a ,ona
1 siz > a
0 siz <0
H, (z) = (2)3" si0<z<a .
1 siz >a
0 siz <0
b) La fonction H,, est a priori dérivable sauf peut-étre @et ena, etH), (z) = %}Lw?’”*l si0<z<a
0 siz > a
0 siz <0
On obtient alors une densitg, de Z,, en posant,, (v) = %x?’”‘l si0 <z <a (onpose, (xz)=H] (x)
0 Siz>a

pour toute valeur de pour laquelleH,, est assurément dérivable, et I'on donng,aes valeurs "arbitraires" €n
et ena).

+o00
C) hy, est nulle en dehors de l'intervall@, a]. Donc I’intégrale/ xhy, () dx converge, et

oo an n 0;.371—}—1 a 3n
_ _ 37’L [ =
/oo why (z) d:c—/ ) da = / PR [a:sn X 3n+1}0 3n 1"

Doncb, (Z,) = E (Z,) —a =

3n 1 3n +1°
d) On a, comme plus haut,

+o0 a @ 3n 3n g?n 2 e 3n
o ) _ 9 _ 3+l g, _ = 2
E(Zn)_/ z2h, () dsc—/oxhn(:zr) dm—/oagnx * d$_[a3nxgn+2}o_3n+2a'

—00




Donc Z,, admet une variance, avec : )
2

= a a .
3n+2 3n+1 3n+1)? (3n+2)
On en déduit que, (Z,) = V (Zn) + (b (Z2))? = sna” + ( a )2 _ 20"
e " o (3n+1)?(3n+2) 3n+1 (Bn+1)(Bn+2)
Onadonc lim r,(Z,) = lim 20" = lim 208 _
n—too “ M n—too(3n+ 1) (3n+2)  n—+oo3n x 3n
Remarque : on a trouvé, (Y,,) = a—2 etr, (Z,) = 20" Les deux risques quadratiques tendent
que - W= 15 S ) T B T Bt 2) quesq q
vers(0 quandn tend vers l'infini.
Ta (Zn) 30n
Cependant, on & = , donc
P re (Yn)  (Bn+1)Bn+2)
. ro(Zp) . 30n . 30n ) 10 :
| = 1 = 1 — = 1 — = 0. r, (Z,) tend vers) "plus vite"
A e (Ba) e B ) Bn 4 2) e eegn? T e ey T (Zn) 7P

quer, (Y,,), ce qui constitue, bien que, soit "sans biais" un critere de "meilleur choix" en faveurtie

6. Soitd un réel vérifiant) < 6 < a.

aonal|Z, —al >0 =([|Zn—al >0]N[Zy—a>0)U([|Z, —a|] > 0N [Z, —a < 0]).
LorsqueZ, —a > 0,0na|Z, —a| = Z, —a,donc([|Z, —a| > 0N [Z,—a>0])=[Z,—a>0];
lorsqueZ,, —a < 0,0na|Z, —a| = — (Z, —a), donc

([1Zn —al = 01N [Zy —a < 0) = ([ (Zn —a) 2 0] N [Zy —a < 0]) = [Z, —a < —0].
Enrésumé|Z, —a| > 0| =[Z, —a > 0|U [Z, —a < —40].

b) Les événements,, — a > 0] et[Z,, — a < —0] sont incompatibles (ca > 0). Donc

P(([Zy —al 2 0)) = P((Zy —a > 6]) + P([Z, —a < ~6])

OnaP ([Z,—a>0])=1-P([Z,—a<0])=1—P([Z, —a<#6)) carZ, est une variable aléatoire & densité.
CommeP ([Z, —a<0]))=P(Z,<a+0])=H,(a+6),onaP([Z, —a>0])=1—Hy,(a+0).

D’autre part,P ([Z, —a < —0]) = P([Z, < a—0]) = H, (a — 0).

FinalementP ([|Z, —a| > 0]) =1— Hy, (a+0) + Hy, (a — 0).

siz <0

3n .
) si0<z<a .

ISHRS

0
c) En5.a)on a montré qué,, (x) = <
1

Siz > a

o 3n
Commel < 6 < a,onaaussh) < a — 6§ < a, doncH,, (a —0) = <aa0> .

De plusa + 6 > a, doncH,, (a +60) = 1.
a—0

3n
Il en résulte queP ([|Z, — a| > 0]) = ( ) . Commel < a —6 < a,onal < a—f < 1,dou
a

o 3n
lim <a 9) = 0. Ainsi lim_P([1Z, —a| > 0]) =0,

n—--+oo a

EXERCICE 4

Une puce se déplace sur un axe gradué. A l'indlalat puce se trouve sur le point d’abscisse
A partir de l'instant0, la puce effectue a chaque instant, un saut vers la droite eprotocole suivant :

o . a1
e elle effectue un saut d’une unité vers la droite avec la [j.’IdltEl§ ;
s , oo 1
e elle effectue un saut de deux unités vers la droite avec laatmbtez ;

o elle effectue un saut de trois unités vers la droite avecdbablllteZ.



Les différents sauts sont supposés indépendants.

Pour tout entien, > 1, on définit les variables aléatoires suivantes :

e X, est égale au nombre de sauts d’une unité effectués lors piesniers sauts

e Y,, est égale au nombre de sauts de deux unités effectués loigpdesiiers sauts
e 7, est égale au nombre de sauts de trois unités effectués Brsptemiers sauts
e A, est égale a I'abscisse du point occupé par la puce a l'issgerdeieme saut.

1. Il est clair que qued; (22) = {1, 2, 3}, les différentes données figurant de maniére explicite tiamsncé :
P([A1=1]) = % (c’est la probabilité que la puce effectue un saut d’'uneéwers la droite)P ([A; = 2]) = i

(c’est la probabilité que la puce effectue un saut de deutésivers la droite)P ([A; = 3]) = i (c’est la

probabilité que la puce effectue un saut de trois unitéslaaimite).
On en déduit que :
E(A) =1xP([A1=1)+2xP(

—

A1 =2])+3 x P([A1 = 3])

1 1 1 7
_1X§+2XZ+3XZ_Z
puis
E(A}) =12xP([A1=1])+2>x P([A1 =2]) + 3% x P([A1 = 3)])
1 1 1 15
—1X§+4XZ+9XZ—Z
o : ) » 15 (7\* 11
dont on déduit, par la formule de Koenig-Huygehs(A;) = E (A4%) — E (A;) =7 \1) =%

2.a) A, est égale a I'abscisse du point occupé par la puce a l'issgerddeuxiéme saut. A chaque saut, la puce
effectue, au minimum un saut, dodg > 2, et au maximum trois sauts, dodg < 2 x 3 = 6.

Ainsi Ay () C [[2, 6].

- 'événemen{ A, = 2] est réalisé paXs = 2] (deux sauts d’une unité lors des deux premiers sauts)

- 'événement A, = 3] est réalisé par exemple pa¥s = 1] N [Yz = 1] (un saut d’une unité et un saut de deux
unités lors des deux premiers sauts)

- 'événement A, = 4] est réalisé par exemple p@f = 2] (deux sauts de deux unités lors des deux premiers
sauts),

-I'événemen{A, = 5] est réalisé palys = 1] N [Z2 = 1] (un saut de deux unités, et un saut de trois unités lors des
deux premiers sauts)

-I'événement A, = 6] est réalisé paiZ, = 2| (deux sauts de trois unités lors des deux premiers sauts).

On a donc, en faitl, () = (12, 6].

Si 'on note D; (respectivemend,, respectivemenbs), 'événement "lors du deuxieme saut, la puce a effctué un
saut d’'une (respectivement de deux, respectivement d® tnoités, on a :

1 . . .
P (D) = 5 P (Dy) =P (D3) = 1 (ce sont les données de I'enoncé). D’autre part :

- [A2 = 2] = [X; = 1] N D; (un saut d’'une unité lors du premier saut, suivi d’un sauhd'unité lors du deuxiéme

L. 1 1 1
saut). Les sauts étant supposés indépendantsPdiidr = 2]) = P ([X1 = 1)) P (D1) = 3X5=7
- [A2 = 3] = ([X1 =1]ND2) U ([Y1 = 1]N Dy) (un saut d'une unité lors du premier saut, suivi d'un saut
de deux unités lors du deuxiéme saut, ou bien un saut de détds lors du premier saut, suivi d’'un saut
d’une unité lors du deuxiéme saut). Par incompatibilité @ea@mple parce qu®; et D, sont incompatibles),
P([A2=3]) = P([X1 =1]NnDy) + P([Y1 =1]Nn D). Les sauts étant supposés indépendants, on a

1 1 1
P(X1=1NDs) = P([X1=1]) P(D2) =5 x 7 = g, et
1 1 1 . 1 1 1

- [A2=4] = (X1 =1]NnD3) U (Y1 =1 ND3) U ([Z1 =1] N D) (un saut d’'une unité lors du premier
saut, suivi d’'un saut de trois unités lors du deuxiéme saubien deux sauts de deux unités, ou bien
un saut de trois unités lors du premier saut, suivi d'un sawiedunité lors du deuxiéme saut). Les
événement$[X; = 1] N D), ([Y1 = 1] N Dy) et ([Z1 = 1] N D;) étant deux a deux incompatibles, on a

P([A2=4]) = P([X1i =1]nD3) + P([Y1=1]NDy) + P([Z1 =1] N D). Les sauts étant supposés



indépendants, onR ([X; = 1] N D3) = P ([X1 =1]) P (Ds3) = % X i = é
P(i=1nDy) = P([¥i = 1) P(Dy) = x 7 = 7.

1 1, . 1 1 1 5

- [A2 = 5] = ([Z1 = 1] N Da) U ([Y1 = 1] N D3) (un saut de trois unités lors du premier saut, suivi d’'un saut
de deux unités lors du deuxieme saut, ou bien un saut de détés lors du premier saut, suivi d'un saut de
trois unités lors du deuxiéme saut). Par incompatibit§ A, = 5]) = P ([Z, = 1] N D2) + P ([Y1 = 1] N D3).

L 1 1 1
Les sauts étant supposés indépendants, Bri[@, = 1] N Dy) = P ([Z1 =1]) P (D2) = 151= 16 et

P([Zl = 1] ﬂDl) = P([Zl = 1])P(D1) =

N

1 1 1 . . 1 1 1
- [A2 = 6] = [Z1 = 1] N D3 (deux sauts de trois unités). Les sauts étant supposéseimiiénts, on a
P([As = 6]) = P([Z = 1]) P (Ds) = i < % _ 1% En résumé,
P4 =2)=7 P(A=3) =1 P(=4)=— P(4=5) =1, P4 =6]) = —
2 — _47 2 — _47 2 — _167 2 — _87 2 — _16
b)Ona
E(A2) =2xP([A2=2])+3xP([A2=3])+4x P([A2=4]) +5 x P([A2 =5]) +6 x P([A2 = 6])
1 1 5 1 1
_2XZ+3XZ+4X1_6+5X§+6X1_6
_7
S 2
3.a)La loi du couple( Az, Z5) est donnée dans le tableau suivant :
Ag 2 3 4 ) 6
Z3
1 1 1
0 I T T 0
1 1
1 0 0 1 3 0
1
2 0 0 0 0 6

Commentaires par exemple, commg, est le nombre de sauts (vers la droite) de trois unités apiesshuts, et

As I'abscisse atteint par la puce apres ces deux sauts Aarca3Z», ce qui donne, d’'un coup,

P ([Ay = k]| N [Zy =2]) =0 pourtoutk € {2,3,4,5} etP ([A2 =2]N[Zy =1]) =0.

On a aussi (autre exemple)s = 2] C [Z; = 0] (A2 = 2 entraineZy = 0), donc[Az = 2] N [Zy = 0] = [A2 = 2],
. 1

ce quidonneP ([A; =2]N[Z; =0]) = P([A2 =2]) = T

Les autres cas se traitent de maniere analogue.



On récupere la loi d&, en additionnant les quantités figurant dans les lignes dedalzi-dessus :

Ao 2 3 4 5 6 loi de Z5
Zo
N N
1 0 0 i % 0 g
2 0 0 0 0 1_16 1_16

Enrésuméz, () = {0, 1,2}, et

P([Zy=0]) = 1%, P([Zy=1]) = g, P([Zy=2]) = 1_16_
On en déduit : \ 1 1
E(Z)=0xP((Z=0)+1xP((Ze=1)+2x P((Z2=2) =g +2x 7o = 5.

b) Pour calculer la covarian@@ov (As, Z2) de A, et Z5, on utilise la formule
Cov (As, Zs) = E (AsZs) — E (As) E (Z»). On sait déja qué (As) — ; etE (2)
On calculeE (A27Z5) s’obtient comme étant la somme dgsquantités x j x P ([Ay
i€{2,3,4,5,6}, etj € {0,1,2}.
En fait, un rapide coup d’oeil au tableau de la loi du couple, Z2) montre que seules trois de cEsquantités ne
sont pas nulles, etqu'on a :

E(AQZQ) =4x 1><P([A2:4]ﬂ[22:1])+5>< 1 XP([A2:5]H[Z2:1])+...

e +6x2x P([A2 =6]N[Z2 =2])

1
2 % = ). pour

1 1 1 19
=4x - -4+ 12X — =—.
X Thxg g =g
1 1
Il en résulte que&ov (Asz, Z5) :gg—; X5 = §

Si les variables aléatoire$, et 7, étaient indépendantes, leur covariance serait nullegBeSov (As, Z2) # 0,
Ao et Z, ne sont pas indépendantesriiarque: si I'on avait trouvéCov (Az, Z3) = 0, aucune conclusion
immédiate n’aurait été possible).

4. Le programme suivant simule 1€80 premiers déplacements de la puce.

zeros(1,100)

for k=1:100
t=grand(1,1,’uin’,1,4)
if t <=2 then A(k)=1
end
if t==3 then A(k)=2
end
if t==4 then A(k)=3
end

end

disp( A)



Commentaires t <=2 est réalisé avec la probablllge = —, la puce se déplace alors d’'une unité vers la droite
t==3 estréalisé avec la probablllae la puce se deplace alors de deux unités vers la droited est réalisé avec

la probabllteZ, la puce se déplace alors de trois unités vers la droite.

5. A chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d'une ungdaveroite constitue une épreuve de Bernoulli

de parametr%. Ces épreuves sont supposees indépendantes par I'énbasél(fférents sauts sont supposes

indépendanty . Le nombre de sauts d’'une unité au coursndgauts, c’est-a-dirél,,, suit donc la loi binomiale

1
Bln,=
)

De méme, a chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut dard#sxvers la droite constitue une épreuve de

Bernoulli de parametri, ces épreuves étant supposées indépendantes. Le nomhardsidesdeux unités au cours

- . . . 1
den sauts, c'est-a-dir&,,, suit donc la loi binomialé3 <n, 71)'

Enfin, et de méme,, suit la loi binomialeB (n, i)

A chacun des sauts, effectuer, ou pas, un saut d’'une, ou deudéés vers la droite constitue une épreuve de
, N R I 1
Bernoulli, de parametri, égal a la somme des probabilités d’effectuer un saut d'aié (5), et d’effectuer un

saut de deux unltezo. La encore ces épreuves sont supposées indépendantesnheerde sauts d’'une unité ou

de deux unités, c’'est-a-ditg,, + Y;,, suit donc la loi binomialé3 (n, %)

6.a)La relationX,, + Y, + Z,, = n signifie simplement que la somn¢, du nombre de sauts d’'une unité, du
nombreY,, de sauts de deux unités, et du nombBrede sauts de trois unités, est égale au nombre total de sauts,
c’est-a-diren.

On en déduit queZ, = n — (X, +Y,), dou Cov (Z,, X, +Y,) = Cov(n — (X, + Yn), Xp + Y,) =

—Cov (X, +Y,, X, +Y,) (rappel : si X etY sont deux variables aléatoires, on a, pour tous réeish ,
Cov(aX +b,Y)=aCov (X,Y)).

CommeCov (X, + Y, X, + Y,) =V (X, + Y,) = Z i = ?1)_6 (en appliquant la formule qui donne la
variance d’une loi binomiale), on a finalementv (7, X,, + Y,,) = ?Tﬁl

. . - . 1 1 1 =n
b) On sait queX,, suit la loi binomialeB (n, —), doncV (X,) =n x 5 X 5= 1 ;

de mémey,, suit la loi binomialeB (n 4> doncV (Y,,) =n x i Z - ?_Z :

de mémeX,, +Y,, suit la loi binomialeB <n, %) doncV (X, +Y,) =n X % X i = ?i—z
De plus, on sait qu& (X, +Y,,) =V (X,,) +2Cov (X,,,Y,,) + V (Y},).
Ona donc?—g = % +2Cov (X, Y,) + ?1)_761 etil en résulte qu€ov (X,,,Y,) = —g.
c) CommeX, etY,, ont des variances non nulles, on peut définir leur coeffidentorrélation linéaire (X,,Y),)
parp (X,,Y,) = \/‘fov (X:/"l// n) .Doncp (X, Y,) = ig’n = ——\/_
Vi1

7.a)Lors desn sauts, la puce a effectué :

. X, sauts d’'une unité, qui ont contribué & augmenter son alesdjsge X,, unités;

. Y,, sauts de deux unités, qui ont contribué & augmenter sorsabdgi de2Y,, unités;
. Zp Sauts de trois unités, qui ont contribué & augmenter sotsabst;, de3Z,, unités.
Onadonc4, = X, +2Y, +32,.

[l en résulte (linéarité de I'espérance) gti€ A,) = E (X,,) + 2E (Y,,) + 3E (Zy,).



. - . 1
CommeX,, suit la loi binomialeB <n, 5), onak (X,) = g ;

. . . 1
commeY,, suit la loi binomiale3 (n, Z)' onak (Y,) = Z ;
. - . 1
commeZ, suit la loi binomialeB ( n, Z)' onak (Z,) = %
n n n m
DonCE(An)— §+2>< Z+3X Z = I

b) PuisqueZ,, = n — (X,, + Y,,), laformuleA,, = X,, + 2Y,, + 3Z,, donne

Ap =X, +2Y, +3n—3(X, +Y,) =3n—(2X, +Y,).

On endéduit’ (4,) =V 3n— (2X, +Y,)) =V (2X,, + Y,,) (rappel : si X est une variable aléatoire, pour
tous réels: eth, on aV (aX +b) = a®V (X) ; appliquer & = 3n,a = —1, X = 2X,, + ;).

DoncV (4,) =V (2X,) +2Cov (2X,,,Y,,) + V (V) =4V (X,,) + 4Cov (X,,, Yy,) + V (Yy).

CommeV (X,,) = % V(Y,) = ?;—z etCov (X,,Y,) = —g, ona
n n 3n 11
. 11 11
Remarque enl. on a trouvéV (A;) = 6 valeur en accord avec (A,,) = 6"

1
OnaCov (A, X,) =Cov(3n — (2X, +Y,), X,) = —2Cov (X,, X,,) — Cov (Y, Xp).
CommeCov (X, X,) = V (X,) = Z, etCouv (Y, X)) = Cov (X, V) = —g, ona
n n 3n

Cov (An, Xn) = =2 7 - (fg) i

8. A est un vecteur-ligne 8)0 composantes. La commanglecumsum(A) crée un vecteur-lignéy, y2, ..., ¥100)

k
tel queyy = Z A (i), A (i) représentant leeme déplacement de la puce. Dapest I'abscisse de la puce aprés
le i-eme saut. :
Les commandes :

x=1:100

y=cumsum(A)

plot2d(x,y)

induisent la création d’une ligne brisée représentant gagément de la puce lors d&80 premiers sauts,
I'abscisse figurant le numéro du saut, et I'ordonnée figurabscisse du point occupé par la puce a l'issue de son
n-ieme saut.



