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ANNALES OFFICIELLES 2015
BANQUE COMMUNE D’EPREUVES GRANDES

ECOLES

CCIR CORRIGEES

(Studyrama




espace »

REFPAS

e mot
—SPACE PREPAS

Nous fétons cette année la 21¢ édition des Annales de la Banque Commune
d’Epreuves (BCE), publiée avec le soutien de I'ISC Paris. Un ouvrage de plus
ajoutant du poids a la pile de ceux qui accompagnent les candidats aux concours
d’entrée des Grandes Ecoles de management ? Pas vraiment. N’en déplaise a ceux
qui désespeérent de voir s’allonger la liste des titres de référence en méme temps que
diminue le nombre de jours jusqu’aux premieres épreuves écrites ; ces annales sont
incontournables. Elles vous servent a accomplir I’exercice le plus important de votre
préparation : I'anticipation, la mise en condition.

Il est essentiel de trés bien connaitre le programme dans chaque matiére, mais au
moins aussi important de prendre connaissance des sujets tombés I'année derniére,
voire les années précédentes encore, afin de vous familiariser aux formulations et
aux contraintes de chaque épreuve, dont les professeurs ne manquent par ailleurs
certainement pas de vous parler. Vous disposez ici d’'un panel de sujets tombés
en 2015 que nous avons voulu le plus représentatif possible de la diversité et de
I’exigence du concours. Des épreuves communes et d’autres réservées aux candi-
dats des voies scientifique, économique et technologique ; des matieres variées ;
des fournisseurs différents. Tous les corrigés sont réalisés par des professeurs de
classes préparatoires qui ne manquent pas, lorsque cela est nécessaire, de com-
menter le sujet et leurs propositions de correction. Pour une immersion maximale
dans la préparation au concours, doublée d’une prise de recul bienvenue.

Tout comme peut 'étre le magazine Espace Prépas qui accompagne depuis 30 ans
les préparationnaires vers I'intégration dans les Grandes Ecoles de management.
Reportages sur les campus, décryptage des programmes et des stratégies d’écoles,
zooms sur leurs spécificités, articles sur I'actualité de la filiere (fusions, budgets,
nouveaux statuts, etc.), dossiers d’histoire géographie et de culture générale, cartes
de géopolitique, numéros « inscription » et SIGEM pour faciliter les choix, enquétes
sur l'avenir des prépas... Rien de ce que doit connaitre un futur étudiant des
meilleures business schools mondiales (revoyez le classement 2015 des Masters in
Management du Financial Times) ne manque. Associée a la lecture de ce magazine
et d’ouvrages complémentaires de préparation proposés par les éditions Studyama,
I'étude des Annales de la Banque Commune d’Epreuves participe & une mise en
train idéale pour la bonne conduite des épreuves écrites et avant de penser au tour
de France des oraux...

Stéphanie Ouezman,
Rédactrice en chef d’Espace Prépas.
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MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, ’orthographe, la qualité de la rédaction, la
ESCP- clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
EUROPE dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats

de leurs calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l’utilisation

de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule

Uutilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une

erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

- L’épreuve est constituée de quatre exercices indépendants.

- La probabilité d’un événement B est notée P(B).

SUJET

EXERCICE 1

LI
Soit [ la fonction définie sur B & valeurs réelles telle gue : ,"[J) / (, dt.
Ji

On ne cherchera pas d caleuler Uintégrale qui défint f(x).
(‘f

1, Soit g la fonction définie sur RY & valeurs réelles telle que g(f) ; et & une primitive de g sur BT,

a) Pour tout réel @ = 0, exprimer f(r) i aide do la fonetion G.

b) Déduire de la question précédente que f est dérivable sur BY et pour tout réel & = 0, calenler f'(x) on f/

désigne la fonction dérivée de f.

¢} Caleuler f(1).

2.a) Etabliv pour tout réel x = 1, Uinégalité : f(r) =exInm.

b) En déduire .“.I.JI flx).

3.a) Etabliv pour teut réel z de U'intervalle | 0, 1], Uinégalité ; f(x) < o = Inz.

b) En déduire lim f(x).
L

4 Dvesser le tablean de variation de £
5. On note (C) la courbe représentative de [ dans le plan rapporté A un repére orthogonal (unité 1 em pour les
abscisses et e em pour les ordonnées). On rappelle que le nombre e est i pen prés égal & 2,7,
a} On note [ la dérivée seconde de f. Pour tout réel 2 = 0, calculer f*(x).
I]) l\'l(”ll‘l'('l' que |;| ('()lll'lJl' (('} 1I(|]|I|\' un |llli1|| (I.i”lll‘xilln r" of (][“'t“l'”li”('l' ll"'i T‘()(H'(I(HHIIJ‘['.‘; 4]1] T)(li”' f!‘
¢) Berire 'équation de la tangente (7) & la courbe (€) au point A.
d) Tracer Uallure de la eourbe (C) en précisant la pozition relative de (L') ol (',"}‘
pligg ”f
6.a) Montrer que pour tout n de M, il existe un unique réel, noté wu,, vérifiant / dt = n.
J1
b} En utilisant les variations de la fonetion f, montrer que la suite (i, )y €8t croissante

z

MATHEMATIQUES

¢) Déterminer  lHm  wy,.
o

w
2
o
G
0
-
0
2
I
0
1]
|_
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EXERCICE 2

i i _ 5 3 1

Pour tout couple (a,b) de R?, soit M la matrice carvée d'ordre 2 définie par : M = ( i :,:)
1. Dans cette question, on choisit a = b = —1.

a) La matrice M est-elle inversible ?

b} Caleuler pour tout entier 7 = 2, la matriee M™.
2. Dans cette question, on choisit a = b,

a) La matrice M est-elle inversible ?

b) Montrer que pour tout entier n = 2, ona: M™ = (14 a)" M.

3. On revient an eas géndral on a et b sont des réels quelcongues.
Montrer que la matrice M est inversible si et senlement si a # b,

4. Dang cette question, on considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes ot suivant toutes les deux
la loi géométrique de paramétre pavee 0 < p < 1. Onpose 1 g=1-p.

Soit N la matrice aléatoire définie par N = (} )’E) ot A I'événement @ * la matrice N est inversible 7 |
+00

a) Etablir la relation : P([X =Y]) = E P(X =k))x P([Y =k]).
k=1

+o0
b) Calculer Zpuq”" .
k=1
¢) En déduire P(A) en fonction de g.

o

. Soit » un entier supérieur ou égal i 1.

Dans cette question, on considere deux variables aléatoires X ot Y indépendantes ot suivant toutes les denx

fws i 1
la loi binomiale de paramétres n et £

) et A I'événement @ ¥ ln matrice N est inversible ",

Soit N la matrice aléatoire définie par N = (i §

a) Pour & véel, éerire les développements de (24 1) et (x4 1)*" A Paide de la formule du bindme,

: In " fn n
b) En utilisant Uidentité (e 4 1)*" = (= + D" (2 + 1)" rer e 17 ! = .
h) En utilisant Uidentité (x4 1) (= 4+ 1)" (2 + 1)", montrer gque 'on a (‘n) E (k) (" i k)

k=01

¢) En déduire la relation : P([X =Y]) = L(En).

4"\ n
d) Caleuler P(A) en fonction de n.
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EXERCICE 3

—-

. Soit T une variable aléatoire suivant la lol exponenticlle de paramitre 1,

Donner sans ealenl les valeurs de Vespérance E(T) et de la variance V(7") de la variable aléatoire 7',
2. Soit f la fonction définie sur B & valeurs réelles telle que :
temt sitz0
t) = .
ft) {(J sit=0
a) Montrer que f est une densité de probabilité d'une variable aléatoive X 4 densité.
b) En utilisant la question 1, montrer gue la variable aléatoire X admet une espérance et donner sa valeur.

iz

. Soit F' la fonetion de répartition de la variable aléatoire X,

sizzl

F =
Montrer que I'on a @ pour tont x réel, F(r) = { (]] —(z+1)e i o !
sim

Soit X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes ef suivant toutes les denx la méme loi que X,
Soit Z la variable aléateire définie par Z = min(X,, Xa).

4.a) Justifier que pour tout @ réel, on a @ P(|Z = a]) = P([X; = o)) P([X2 = 2]).
b) Déterminer la fonction de vépartition f de la variable aléatoive 2,

sixz0

9 pl I
¢) Montrer qu'une densité h de Z est donndée par : h(z) = { 2a(z+1)e 3 5
0 six<=0

5. Soit g la fonction définie sur | i valeurs réelles telle que :

(x) (,,3 4 5,,.1 + 53._‘_ 5)(‘—%-
r) = & '2., 3 H 1 -] &

On note ¢° la fonetion dérivée de la fonction g.
a) Pour tout x réel, caleuler g'(x).

o

b) En déduire que Pespérance £(Z) de la variable aléatoire 2 est égale a

G, Soit W la variable aléatoire définie par W o= max(X;, Xo).
a) Exprimer la variable aléatoire Z + W en fonction de X ot Xa.
h) En déduire la valeur de espérance E(W) de la variable aléatoive W.
¢) Exprimer la variable aléatoire | X, — Xg| en fonction de Z et W,
d) En déduire la valeur de l'espérance F(| X, — X3|) de la variable aléatoire [ X, — Xa|.

W
=)
g
O
o]
=
0
r
I
(%)
W

|_
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EXERCICE 4
Soit M une matrice earrée d'ovdre 3 et I la matrice unité d'ordre 3. On pose par convention : MY = T,

On se propose d’étudier la suite réelle (4, )y =0 définie par :

4
. 5 1
g = 0,1y = 0,uz = 1 et pour tout entier naturel 1, w4z = 21,40 = 7 + 7t

B =5 1
Soit A la matrice carrée d'ordre 3 telle que A = 1 4 0 0| et pour tout entier naturel 7, soit X, la
0 4 0
lipg2
matrice i trois lignes et une colonne définie par @ X, = | w,p |
Up

1. Déterminer X; et X,

2.a) Justifier pour tout entier naturel n, 'égalité : X, ) = AX,,.

) A Taide d'un raisonnement par récurrence, en déduire pour tout entier naturel n, la relation : X, = A" Xg.

1 1 4 16 —16 4 1 2 00
3. Soit P, @ ot T les matrices suivantes : P= 1 2 4|, Q@=| —4 4 0O]JeeT==]101 2],
140 -2 3 -1 2o 01

a) Caleuler le produit PQ. En déduire que la matrice P est inversible et déterminer sa matrice inverse P15,
h) Caleuler les praduits PT et AP, En déduire pour tout entier naturel n, 'égalité @ A* = P77 P,

2.0 0
4. Soit D la matrice définie par @ [ = 3 0 1 0].0npose: N=T-1D.
0 0 1
a) Déterminer pour tout entier & = 2, la matrice ¥,
1 (2000
by Vérifier que DN = N D et montrer que pour tout entier naturel n, on a : 7" = (E) 0 1 2n
0 0 1

¢} En déduire pour tout entier naturel n, 'expression de la matrice A™.

5.a) Déduire des questions préeddentes 'expression de u, en fonction de 7.
b) Déterminer la limite de la suite (i, ), 0.
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Connleé
ESCP- o ) .
EUROPE Par Bernard Delacampagne, professeur de mathématiques au lycée Madeleine-
Michelis & Amiens.

EXERCICE 1

l.a. Par définition d’une intégrale, et puisque G est une primitive de g sur R’ , on a, pour
tout réel strictement positif x :

X t X
=J' ert=J. e(dt=[G(1)] =6(x)-G(1)
1 1
b. G étant une primitive de g sur R, G est dérivable sur R’ etona:
G =g
D’apres I'expression de f (x) trouvée 4 la question l.a, f est dérivable sur R’

CORRIGE

comme

différence de la fonction dérivable G et de la fonction constante x — G (1), dérivable sur Ri s

de dérivée nulle, et on a donc, pour tout réel strictement positif x :
c¢. D’apres la question 1.a,on a:

2.a. x étant un réel supérieur ou égal a 1, on a, par croissance de la fonction exponentielle sur
R :
VtE[l,x} e'ze' =¢
Il en résulte, par division par t, réel strictement positif, que :
t
e e
Yt E[l, x] —=—
t ot

En intégrant cette inégalité sur I’intervalle 1 x , on obtient :

J. %dt=ej %dt=e[lnt]:=e(lnx—1nl)=elnx
1 1

On a bien montré que, pour tout réel x supérieur ou égal a 1,on a :
f (x) = elnx

Or,ona:

b.Ona:
lim elnx = +% car llm Inx=+x et e>0

X—>+00
D’apres I'inégalité de la question 2.a et un theoreme de comparaison, on en déduit que :
lim f(x) = +o0
X—>400
3.a. x étant un réel appartenant a }0,1], on a, par croissance de la fonction exponentielle sur
R :

z

MATHEMATIQUES

VtE[x,l} ef <e'

Il en résulte, par division par t, réel strictement positif, que :

e(

vie[x.1] %ST

w
2
o
G
0
-
0
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En intégrant cette inégalité sur | x,1|, on obtient :
g g [x.1] ESCP-

s Lot EUROPE
e—dtsj € at
X t X t
Or,ona:
1 1
e* 1 1 N1}
—dt=e¢"| —dt=e"|Int| =¢*(Inl-Inx)=-e"Inx
[ Sa-e | faeefnd - miom) o
e 'e! 19
Comme de plus f (x)= Tdt=_ Tdt,il vient, pour tout réel x appartenant a }0,1}: (o
1 X
—exlnxs—f(x) 8

On a bien montré que, pour tout réel x de ’intervalle }0,1] ,ona:

f(x) =< e'Inx

b.Ona:
lime*Inx =-0 car lime* =1 et limInx = -
x—0" x—0" x—=0"
D’apres I’inégalité de la question 3.a et un théoreme de comparaison, on en déduit que :
limf(x)= -
lim £ (x)

4. D’apres la question 1.b, on a, pour tout réel strictement positif x :
. e
f(x)=—>0
X

Donc f est strictement croissante sur ]R+ ; le tableau de variation de f est le suivant :

0 +
f +

f 7

—o0

+00

5.a. On a vu, a la question 1.b, que pour tout réel strictement positif x, on a :

Il en résulte que pour tout réel strictement positif x, on a :

x) -2 (el

X
b. e* et x” étant strictement positifs sur R, f'(x) est du signe de x 1 sur R’ , et s’annule

donc en changeant de signe en x =1. Donc la courbe (C) admet un point d’inflexion A
d’abscisse 1 ; puisque f(l) =0 d’apres la question 1.c, les coordonnées de A sont :
A(1,0)
c. Une équation de la tangente (T) a (C) au point A est :
y=1(1)(x=1)+f(1)=e(x-1)

d. D’aprés la question 5.b, f est concave sur ]0,1] et convexe sur [1,+% , car f <0 sur 0,1]

z

MATHEMATIQUES

w
2
o
G
0
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ESCP et f =0 sur [1,+00[; donc (C) est en dessous de (T) sur }0,1} , et (C) est au-dessus de
EUROPE (T) sur [1,+o0[ .

L’allure de la courbe (C) est la suivante :

‘W
9 30
18
18
0 20
O 10

o

0 ! ; , ,
/ 1 2 ¥ 3 4
6.a. Remarquons que, pour tout entier naturel n, on a :

Un Lt
J. ert=n©f(un)=n
1

f est continue R’ (car dérivable sur R’ d’aprés la question 1.b) et strictement croissante sur

R’ (d’aprés la question 4), donc f réalise une bijection de R’, sur f (R+ )
On a, d’apres les questions 2.b et 3.b :
£(R:) = £ (J0.+e]) = Jtim £ (x). im £ (x)] = Jrom, e - R

x—0" X—>+0
Pour tout entier naturel n, n appartient a f (R+) donc il existe un unique réel, noté u,_,
Uyt

appartenant a R’ et vérifiant f (u“) =n, c’est a dire J. ert =n.

1
b. Par définition de u_ , on a, pour tout entier naturel n :

f(un)=n<f(un+l)=n+1
Puisque f est strictement croissante sur R’ , il en résulte que, pour tout entier naturel n :
un < un+1
Donc la suite (u“ )nzO est (strictement) croissante.
c. D’apres la question 6.b, la suite (un )nzo est croissante ; elle peut donc avoir une limite finie

{ ou diverger vers +o.
Si la suite avait une limite finie /, on aurait, puisque f est continue sur ]R+ :
lim f (u, ) =£(0)
Soit encore, par définition de u, , le résultat absurde :
“llrg n=f (JZ )

On en déduit donc que :

z

MATHEMATIQUES

lim u, =+

n—>+0
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EXERCICE 2

ESCP-
EUROPE

1. Dans cette question, on choisit a=b=-1,doncona:
1 -1
M=
1 -1

1
a. La transformation L, <~ L, —L, transforme la matrice M en la matrice [0

, qui est
)

triangulaire avec un O sur la diagonale, donc la méthode du pivot de Gauss assure que la
matrice M n’est pas inversible.
b. On a, en notant O la matrice carrée nulle d’ordre 2 :

, (1 =1)(1 -1} (0 ©

M” = = =0
1 -1){1 -1 0 0

11 vient donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
Mn - Mn—ZMZ = Mn—ZO = 0

CORRIGE

2. Dans cette question, on choisit a=b, doncon a:
1 a
M=
1 a
. . . . 1 a .
a. La méme transformation L, <— L, —L, transforme la matrice M en la matrice 0 , qui

est triangulaire avec un O sur la diagonale, donc la méthode du pivot de Gauss assure que la
matrice M n’est pas inversible.
b.Ona:

M2 =[1 a](l aj=[1+a a+azj =[1+a a(1+a)]=(1+a)(1 aj=(1+a)M
1 afll a) (1+a a+a’) (1+a a(l+a) 1 a
Montrons alors par récurrence la propriété P, définie pour tout entier naturel n supérieur ou
égal a 2, par :
M" =(1+a)" M
Initialisation :

P, est vraie car on a, d’apres ce qui précede :

(1+a) " M=(1+a) M=(1+a)M =M

Hérédité :

On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :
M" =(1+a)""' M

On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
M™ =(1+a)'M

On a, d’aprés I’hypothése de récurrence et I’égalité M* = (1 + a)M :

n-1 2

M™ =M"'M =(1+a)" MM =(1+a)"" M>=(1+a)"" (1+a)M =(1+a)'M
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ESCP Ceci assure que P, est vraie.
EUROPE D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a2, on a:

1

M"=(1+a)" M

a
3. La méme transformation L, <- L, - L, transforme la matrice M en la matrice {0 j,
-a

qui est triangulaire, donc la méthode du pivot de Gauss assure que la matrice M est inversible

] sont non nuls.
-a

1
si et seulement si les termes diagonaux de la matrice [0

CORRIGE

Ainsi la matrice M est-elle inversible si et seulement si a=b.

4.a. X et Y suivant toutes les deux une loi géométrique, on a :
X(Q)=Y(Q)=N
On adonc :

+00

[x=Y]-U([x=K]n[Y -k])

k=1

Puisque les événements [X = k} ﬂ[Y = k} sont deux a deux incompatibles, on a :

P(x=¥])= Zp(x -K]n[¥ K]

Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, il vient enfin :
10
P(x=v)- S P(x-K])P([v k)

k
b. La série E (qz) est une série géométrique de raison q* avec —1<q* <1, donc cette série
k=0
est convergente et on a :

;(q) _1—q2

Il en résulte que la série Z:pzq“’2

k=1

est convergente et qu’on a, par changement d’indice :

N 2 2k-2 2 N 2(k-1) 2 N 2\(k-1) 2 N 2\k p2 p2
pPq " =p q =p q =p q) = =

; kz kZ‘( ) ;( ) 1-q" (1-gq)(1+q)

Puisque q =1-p, on a finalement :

+00 2
zpzqzk-z __Pp __P
e p(l+q) 1+q
c. D’apres la question 3, N est inversible si et seulement si X =Y, doncona:

A=[X=Y]

Il en résulte, d’apres la question 4.a, que :

P(A)= P([X=Y]) = 1-P([x = Y]) = 1- P = K] P([¥ - K]

X et Y suivant toutes les deux la loi géométrique de paramétre p, on a, pour tout entier naturel
nonnul k :
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P([X=k])=P([Y =k])=pq"" ESCP-

Donc :

P([x =k])P([Y =k])=(pq"") = p*g™"
Il vient donc, d’apres la question 4.b :

& 5 ke l+q-p l+q-(1-q) 2q
P(A)=1-piqg?=1-B _*47P_ -1
( ) ;pq 1+q I+q 1+q 1+q

5.a. L’utilisation de la formule du bindme de Newton donne, pour tout réel x et tout entier
naturel n supérieur ou égalal:

(x+1)" = Z@xl - Z(E]x

CORRIGE

Et, de méme :
2n

n 2n
(X+1)2 = Z( Jxk
k
k=0
b. Lidentité (x+1)" =(x+1)" (x+1)" et les résultats de la question 5.a permettent d’écrire :

IR WY

= k=

2n

2n 2n
( J est le coefficient de x" dans le polynéme E [ N jxk ; dans le membre de droite de
n

k=0

. . n n) .
I’égalité ci-dessus, le terme de degré n est obtenu comme somme des termes (k}(k ( . Jx'
i

avec k+i=n,doncona:
2n n)(n S (n n
-2 2
k+i=n k=0
c. X et Y suivant toutes les deux une binomiale de paramétres n et % ,ona:

X(Q)=Y(Q)=[0.n]
On a donc :

[x=v]-U(x =K]n[y =x])

k=0
Puisque les événements [X = k] N [Y = k} sont deux a deux incompatibles, on a :

P(x=Y])- 2 P([x=K]n[¥ K]

Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, il vient enfin :
p([x= Y] = SP(x -K)P([Y =K)

. D . N 1 .
X et Y suivant toutes les deux la loi binomiale de parameétres n et > on a, pour tout entier
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ESCP- naturel k de [[O,n]] :

T e N OICIENBIORENC!
pic-wev-4={ (73] ) -2 () -] -3

11 en résulte, d’apres la question 5.b, que :

5

n 5 n ) n
I (n 1 n 1 n n 1(2n
P(X=v])= » | | = = =
4"k 4 k 4 k)in-k) 4" n
k=0 k=0 k=0
d. Comme dans la question 4.c, et en utilisant le résultat de la question 5.c, on obtient :

P(A)=1-P([X =Y])=1-1(2"j

4" n

CORRIGE

EXERCICE 3

1. T étant une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre A =1, les valeurs de
I’espérance E(T) et de la variance V(T) de la variable aléatoire T sont respectivement :

2

E(T)=%-1 et V(T)=}%=1

2.a. f est continue sur }—00,0[ comme fonction nulle, et continue sur [O,+00[ comme produit
et composée de fonctions continues ; on a :

lim f(t) = lim0=0 et limf(t)=limte™ =0=1(0)

x—0 x—0 x—=0 x—0
Puisque XILT f (t) = XILT f(t) =f (0) f est continue en 0, donc f est continue sur R .
Pour tout réel positif ou nul t,on a :

f(t)=te" =0
Pour tout réel strictement négatif t, on a :
f(t)=0=0

Donc f est positive ou nulle sur R .
Une densité d de la variable aléatoire T de la question 1 est définie par :

d(t)= he ™ =e s?tzO
0 sit<0

0
On sait que _[_mf ( x)dx converge car :
[ f(x)ax =] 0dx=0
Iowf (x)dx converge car, d’apres la question 1 :
J{:xf (x)dx = J.OW xe dx = J.Ow xd(x)dx = E(T) =1

Donc J‘j:f (x)dx converge etona:
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J-j:f(x)dx=J_wa(x)dx+_[(:xf(x)dx=0+1=1 ESCP-
Donc f est bien une densité de probabilité. EUROPE
b. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I:c xf (x)dx converge, et
dans ce cas,on a:
E(X) = [ xf (x)dx

0
On sait que J._x xf (x)dx converge car :

[" xf(x)dx =" odx =0

CORRIGE

J.Um xf (x)dx converge car, d’apres la question 1 et la formule de Koénig :

[7xf(x)dx = [T x%edx = [ xd(x)dx = B(T*) = V(T) +(E(T)) =1+1=2

+00
Donc '[ xf (x)dx converge, donc la variable aléatoire X admet une espérance et on a :

E(X) =I_+:xf(x)dx =J.le(x)dx+_[0+xxf(x)dx =0+2=2

3. La fonction de répartition F de la variable aléatoire X est définie sur R par :
VxER F(x)=[" f(t)dt
11 vient donc :
Vx€J-,00 F(x)=[ f(t)dt=|" 0dt=0
Et:
vxe[o+e F(x)=[" f(t)de=] ode+ [Tterde=[ et

On pose :

u(t)= u'(t)=1

vi(t)=e" v(t)=-e"
1 vient alors, par intégration par parties, u et v étant continues sur [O,X} :

IO te”'dt = [—te"]; —jo (—e" )dx =—xe™* —[e"}: =—xe7 —e " +l=1-(x+1)e”

Ainsi a-t-on, pour tout réel x :

F(x)= {1—(x+1)e"‘ sixz 0

0 six<0

4.a. On a, pour tout réel x :
Z>x = min(Xl,X2)>x @(X, >xet X, >x)

Il vient donc, puisque X, et X, deux variables aléatoires indépendantes, pour tout réel x :
P([Z > XD = P([X] > x} F\[X2 > XD = P([Xl > XDP([X2 > XD

b. Par définition de la fonction de répartition H de la variable aléatoire Z et d’apres la
question 4.a, on a, pour tout réel X :

H(x)=P([z=x])=1-P([Z>x])=1-P([X, > x])P([X, > x])

\

0
11}
H D
] O
o =
] <
>
OB
41 T
] E
M <
11}
— S
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X, et X, étant deux variables aléatoires suivant toutes les deux la méme loi que X, on a :
P([X, >x])=P([X,>x])=P([X>x])=1-P([X s x]) =1-F(x)
1l en résulte, pour tout réel x :
H(x) =1-(1-F(x))’
D’aprés la question 3, il vient donc, pour tout réel x :
H(x) ={1—(X+1)2e'zx sixz0
0 six<0

c. Une densité h de Z s’obtient en dérivant H 1a ou cela est possible, c'est-a-dire ici sur R, et
en prolongeant h en 0, pour obtenir une fonction définie sur R .
On a donc :

0 six<0
On a, pour tout réel x strictement positif :
2(x+1)e™ —(x+1)"(-2)e™ = 2(—x —1+x%+2x +1)e’2x = 2(x2 +x)e’2x =2x(x+1)e™

h(x)=H'(x)={_2(“”e2‘-(X+l)2<—z)e2x x>0

En posant h(O) =0, une densité h de Z est bien donnée par :
h(x)= 2X(X+1)e'zx six=0
0 six<0

5.a. On a, pour tout réel x :
5

. 5Y o (5.5 5 2%
g (x)=—(3x2+5x+5)e2 —(x2+5x2+5x+fj(—2e2 )

4
= (—3){2 -5x —§+ 2x7 +5x7 +5x +§)e’2X = (2x3 + 2)(2)6’2X
2 2
=2x" (x+ l)e'z"
b. La variable aléatoire Z admet une espérance si et seulement si J.jm xh(x)dx converge, et

dans ce cas,on a :
E(Z)=J’:xh(x)dx

0
On sait que J_m xh(x)dx converge car:

[" xh(x)dx =" 0dx =0

Pour tout réel positif ou nul x,on a:

joxth(t)dt =J.0xth(t)dt =Lx2t2(t+1)e’2‘dt =J‘ng‘(t)dt =[e(t)] =g(x)-g(0)
=—(x3+§x2+§x+§je'2‘+é
2" TNy 4

Ona:

lim Jﬂx th(t)dt = lim (—()ﬁ +§x2 +§x +§je‘2x +§j

xnsio 4 4
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. 1 5 5 5 3 o, 3] S
= lim —t——t——t— (2x) e +—|=—
X 8 16x 16x° 32x 4) 4

. (1 5 5 5 1
Iim| —+—+——+——|=—
e\ 8 16x 16X 32x 8

Et:

. 3 2 . . )y . 3
lim (ZX) e =0 car lim 2x =+ et, par croissance comparée, lim x’e¢™* =0
X—> 400

Donc IO xh(x)dx converge et on a :
40 5
J' xh ( X ) dx =—
0 4
Donc j xh(x)dx converge, donc la variable aléatoire Z admet une espérance et on a :

E(Z)=J.j:xh(x)dx =fwxh(x)dx+_[o+xxh(x)dx =O+%=§

4
6.a. Lorsque X, =<X,,ona:
Z=min(X,,X,)=X, et W=max(X,.X,)=X,
Donc :
Z+W =X +X,
Lorsque X, <X,,ona:
Z=min(X,X,)=X, et W=max(X,,X,)=X,
Donc :
Z+W =X, +X,
Donc on a, dans les deux cas :
Z+W=X +X,
b. Par linéarité de 1’espérance, et d’apres les questions 6.a, 2.b et 5.b, il vient :

E(W)=E(X,+X2—Z)=E(2X—Z)=2E(X)—E(Z)=2~2—%=4—%=%

c. Lorsque X, =X,,ona:

Z=min(X,.X,)=X,, W=max(X.X,) =X, et [X, -X,[=X, - X, car X, -X, =0
Donc :

X, -X,|=W-2Z

Lorsque X, <X ,ona:

Z=min(X,,X,)=X,, W=max(X,.X,)=X, et |X, -X,|=X, - X, car X, -X, >0
Donc :

X, -X,|=W-Z

Donc on a, dans les deux cas :
X, -X,|=W-Z
d. Par linéarité de 1’espérance, et d’apres les questions 5.b et 6.c, il vient :

E(X, - X)) = E(W-2) = E(W)-E(z) - -3 - 2=

ANNALES CCIR 2015-2016 1 379

w
2
o
G
0
-l
0
2
I
0
w
|_

ESCP-
EUROPE

CORRIGE

z

MATHEMATIQUES



ESCP- EXERCICE 4

EUROPE
1. Par définition de la matrice X ,ona:
u, 1 u, 2
Xy=|u |=|0|etX =|u, =1
u, 0 u, 0

CORRIGE

2.a. Par définition de la matrice X , et vu la relation de récurrence définissant la suite

n°’

(u,),.,- on a, pour tout entier naturel n :

a4k , 2L
U, favz =g Mo ¥t T4 4|(u. NEERIR
Xn+1 = un+2 = un+2 = 1 0 0 un+] =Z 4 0 0 un-*-] =AXn
u u,., 0 1 0| u, 0 4 0) u,

b. Montrons par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :

X, =A"X,
Initialisation :
P, est vraie caron a:
0
A'X, =IX, =X,
Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :
X, =A"X,
On montre que P,,, est vraie, c'est-a-dire :
1
Xn+l = A“*‘ X(J

On a, d’apres I’hypothése de récurrence et la question 2.a :

X, =AX, =AA"X, = A"'X,

Ceci assure que P, est vraie.

D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n, on a :
X, =A"X,

3.a.0na:
1 1 4\16 -16 4

400 1 00
PQ=|1 2 4|4 4 0 |=|0 4 0|=4/0 1 0|=4I
1 4 0\-2 3 -1) {0 0 4 0 0 1
Cette égalité peut encore s’écrire :
1
P|—Q|=1
i)

Ceci assure que la matrice P est inversible et que sa matrice inverse est :
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1
P'=-Q ESCP-
4 EUROPE
b. Les calculs donnent :
11 4) (200 1216
pr=l1 2 4|10 1 2/=12 2 8
2 2 W
1 4 0)7lo o1 2 48 o
Et: -
8 -5 1\(1 1 4 4212) (216 E
AP=%400124=%4416=5228 o
0 4 o)\t 40 4 8 16 2 4 8 O

Montrons alors par récurrence la propriété P, , définie pour tout entier naturel n, par :
An - PTnP—]

Initialisation :
P, est vraie caron a:

PT°P"' =PIP"' =PP' =1=A"

Hérédité :
On suppose P, vraie, pour une valeur de I’entier naturel n, c'est-a-dire :
A" =PT"P"
On montre que P, est vraie, c'est-a-dire :
An+l - PTn+]P—]

Le calcul des produits PT et AP permet de constater que :

AP =PT
Par multiplication a droite par P™' des deux membres de cette égalité, il vient donc :

A =PTP™

On a donc, d’apres I’hypothese de récurrence et 1’égalité précédente :
A™ = A"A =PT"P"'PTP"' = PT"ITP"' =PT"TP"' = PT"*'P""
Ceci assure que P est vraie.
D’apres le principe de récurrence, on peut conclure que, pour tout entier naturel n, on a :

A" =PT"P!
4.a.0na:
2 0 0 200 000 000
N=T—D=1012—1010=1002=001
0 0 1 0 0 1 2 000 000
Puis, en notant 0 la matrice nulle d’ordre 3 :
0 0 0)0 0 O 000
N*=|0 0 1//0 0 1|=|/0 0 0[=0
00 0/)/O O O 000
11 vient donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2 :

Nk - Nk72N2 - Nk720 = 0
b.Ona:
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ESCP- 12 0 0)y0 0 O 10 00
EUROPE DN=—|0 1 0|0 O 1|=—{0 0 1
20 0 1J){o 0 O 2O 00
Et:
000 2 0 0)y0 0 O 00 0
ND=|0 O 1 1 01 0|0 0 1 =l 0 0 1
00 020 0 1){o 0 0 20 00

Donc on a bien vérifié€ que :

DN =ND
Puisque D et N commutent pour la multiplication des matrices, la formule du bindme de
Newton permet d’écrire, pour tout entier naturel n :

T"=(D+N)" = Z[EJD"-W

k=0
D’apres la question 4.a, il vient, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 :

1
n n n-knyk n n\J0 n n-1 n n-1
T = E (ij N =(OJD N +(IJD N=D"+nD""'N

Puisque D est une matrice diagonale, on a :

CORRIGE

L(2" 0 0 L2700 (2700
pr (L 0 1" 0]= lj 0 1 0|etdonc D™= 1 10
2 2 2
o o 1 0 01 0 1
1l vient donc, pour tout entier naturel n :
" 2" 0 0)(0 0 0O 1“_]0 00 1"0 0
D"'N =(5j 0 1 0(0 0 1 =(Ej 00 1 =2[5) 0 0 1
0 0 10 0 O 000 000
Puis, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 :
.27 00 (0 0 O (2" 0 0
T" =D" +nD"'N = [%) 0 1 O0[+2n [%J 0 0 1|= (%j 0 1 2n
0 01 000 0 0 1
La formule ci-dessus reste vraie pour n =0 puisque T =1.
Ainsi a-t-on, pour tout entier naturel n :
. 2" 0
n (1
T"=|—-]]0 1 2n
2
1
¢. On a, pour tout entier naturel n :
4 L(2" 0 0 L(2" 1 2n+4
PT"=|1 2 4 (%) 0 I 2n =(%j 2" 2 4n+4
1 40 0 0 1 2" 4 &n

Puis, d’apres les questions 3.b et 3.a, pour tout entier naturel n :
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2" 1 2n+4 16 -16 4
n np-1 1 ! n 1 ESCP-
A" =PT"P™ = 5 2" 2 4n+4 " -4 4 0 EUROPE
2" 4 8n -2 3 -1
Soit encore, pour tout entier naturel n :

4-2"-n-3 -4-2" +§n+4 2" —1n—1
2 2

A"=(%J 4-2"-2n-4 -4-2"+3n+5 2"-n-1
4-2"-4n-4 -4-2"+6n+4 2" -2n

CORRIGE

5.a. Par définition de la matrice X, , et d’apres les questions 2.b, 4.c et 1, il vient, pour tout

n?

entier naturel n :

42 -n-3 42 +2n+4 22—t
2 2

un+2 n 1
Ui =X"=A“XU=[%j 4-2"-2n-4 -4-2"+3n+5 2"-n-1 |0
u 4-2"-4n-4 -4-2"+6n+4 2" -2n 0

n

En calculant la derniére ligne de cette matrice colonne, on a donc, pour tout entier naturel

n:
u, =GJH(4-2" -4n-4)

b. 1l résulte de la question 5.a que :

lim u, = lim 1 (4-2"-4n-4)=lim [ 4-4n LR T
n—>+% n—+o|\ ) n—>+ 2 2

. 1
Puisque —1<5<1,ona:

Ona:
(Inn
. 1) n . Inn . B . o 0o
limn| — =hm—=hm—ﬁ=hme'""“'"2=hmel" ]=0
n—+» 2 n—+w ) n—+» e“]"‘ n—s+» n—+o
Car :
. Inn . _Inn . .
lim (— —In ZJ =-In2<0 car lim — =0 par croissance comparée
n—>+% n n—+e 1
Donc :
. Inn
lim n[——ln2j = -0
n—>+% n
Et:
lime* =0
Pt
On en déduit donc que :
limu, =4

n—>+0

z

MATHEMATIQUES

w
2
o
G
0
-l
0
2
I
0
w
|_

ANNALES CCIR 2015-2016 |1 383




