
Exercice8

Onnote I lamatrice définie par I=(
1 0 0
0 1 0
0 0 1) .

Si (an) , (bn ) , (cn ) , (dn ) , (en ) , ( f n ) , (gn ) , (hn )et (in )désignent neufs suites convergentes ,

de l' imites respectivesa ,b , c ,d , e , f , g , h , i , on pose :

lim
n→+∞ (

an bn cn

dn en f n
gn hn in

)=(
a b c
d e f
g h i ).

Si A est une matrice carrée d 'ordre 3,on pose , pour tout entier naturel n :

Sn=∑
k=0

n
1
k !

Ak , c 'est àdire queSn=I+
1
1 !

A+
1
2 !

A2+…+
1
n !

An.

On poseégalement S= lim
n→+∞

Snlorsquecette limiteexiste .

1) Dans cettequestion , lamatrice Aest donnée par A=(
0 1 1
0 0 1
0 0 0) .

a¿Calculer A2 .
b¿Calculer A3 puis , pour tout entier k supérieur ou égal à3,déterminer Ak .
c ¿Donner , pour tout entier n supérieur ouégal à2,l ' expression deSn sous formede
tableaumatriciel .

d ¿Endéduire l' expressionde lamatrice S .

2) Dans cettequestion , lamatrice Aest donnée par A=(
1 1 1
1 1 1
1 1 1) .

a¿Calculer A2 .
b¿A l 'aide d 'unraisonnement par recurrence ,déterminer pour tout k de N ¿ ,
l'expression de Aken fonctionde k .

c ¿Etablir , pour tout entier n , l 'égalité suivante : Sn=I+
1
3 (∑k=0

n
3k

k!
−1) A .

d ¿Donner l'expression de Ssous forme de tableaumatriciel .

3) Dans cettequestion , lamatrice Aest donnée par A=(
3 −1 1
2 0 1

−2 1 0).
a¿Calculer A2−2 A+ I .
b¿ Etablir , pour tout k de N ,la relation: Ak

=kA−(k−1 ) I .

c ¿Donner l' expression deSn en fonction de A et I .

d ¿A l ' aide d' unraisonnement par récurrence,montrer que pour tout entier naturel n :



∑
k=0

n
k−1
k !

=
−1
n !

.

Endéduire la valeurde lim
n→+∞

∑
k=0

n
k−1
k !

.

e¿Montrer que lim
n→+∞

∑
k=0

n
k
k !

=e .

f ¿Déduire desquestions précédentes ,l' expression deS sous forme de tableau .














