Exercice 6

Le but cet exercice est de calculer lim In

1)

2)

3)

4

) n!
Jim i (35)
Soit f la fonction définie sur |0; +oo[ par : f(t) =t — 1 — In(t).
a) Calculer les limites de f en 0 et en + oo.
b) Justifier la dérivabilité de la fonction f sur |0; +oo[ et déterminer f'.

¢) Dresser le tableau de variations de f.
a) Soit x unréel de ]0; 1[. Justifier l'existence de de l'intégrale :

1
[, f(t)dt.

b) Montrer que la fonctiont — tin(t) — t est dérivable sur |0; +oo[ et déterminer
sa dérivée.

1 1

1

¢) En déduire le calcul de f f(t)dt et montrer que 1i%l+ f f(®dt = >
X x> X

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

ponsrr g 3" (5) <10 (3.
a) Montrer que : n - n o

b) En déduire que : Z f (k) (n . 1) —1- El (ZL)

c) Soit k un entier tel que 2 < k < n. En utilisant la monotonie de f sur ]0; 1],

k-1 k k
montrer que : Vt 3 [Tr_l] f (E) < f(t) et en déduire que :
k
1 /k - n
2 () = s e
n

n
1 k 1
d) Déduire du résultat précédent l'inégalité suivante : Ez f (E) < fl f(t)at.
k=2 n

e) Al'aide d'une démarche analogue a celle qui vient d'étre ef fectuée, montrer que:
n-1

f;f(t)dt < %ka(g)

f) Déduire alors des iné galités précédentes l'encadrement :

f;f(t)dt s%if(k)< s f F(o)dt.

a) Déduire du dernier encadrement que :
y 1w (k) 1
nesbbo n f n) 2
k=1
b) Déterminer,al’aide de l'égalité trouvée en 3.b) :
1 n!
lim —ln( )

n-+o0on nmn
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