Exercice 5

On désigne par f une fonction définie et continue sur [0; 1]et on considére la suite (I,)définie par:
1 1
Iy = f f(x)dx et,pour tout nde N*,I,, = f x"f(x)dx.
0 0

L'objet de l'exercice est d'étudierla suite (I,,)pour dif férentes fonctions f.

1) Dans cette question,on suppose que f est définie par : f(x) = In(1 + x?).
a) Montrer,al'aide d'une intégration par parties, que, pour tout nde N,on a :

1 lxn+2
L=——(In(2) -2 | ——dx).
" n+1<n() fol+x2 x)

x+2
b) Etablir,pour tout réel x de [0; 1],l'"encadrement: 0 < T 22 < x"t2,
1 yn+2
Mont li dx = 0.
c) Montrer que Jlim TR X
d) Quelle est la limite de nl,, quand n tend vers + o ?
2) Dans cette question, on suppose que f est définie par : f(x) = ﬁ

a) Pour tout nde N, calculer I,, + I, ;1 + I, en fonction de n.
b) Etudier la monotonie éventuelle de la suite I,,.
¢) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,1'encadrement:

—< L, <—=
3n+1)~- "~ 3(n-1)
d) Quelle est la limite de nl,, quand n tend vers + o ?
3) Dans cette question, on suppose que f est définiepar : f(x) = e~
a) Montrer que la suite (I,)est décroissante. En déduire qu'elle est convergente.

X

1
b) Etablir,pour tout nde N, l'encadrement 0 < I,, < m.En déduire la valeur de

la limite de la suite (I,)quand n tend vers + oo.
¢) Exprimer,pour tout nde N, I,,, 1 en fonction de I,,.
d) Quelle est la limite de nl,, quand n tend vers + o ?
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