Baccalauréat Mathématiques et Technique - Aix-Marseille juin 1967 - Epreuve de Mathématique

AIX-MARSEILLE .

SERIES MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES
ET MATHEMATIQUES ET TECHNIQUE

I. — Déterminer le module et argument de chaque
solution de I'équation

#—2224+1=0,

ou z appartient au corps des nombres complexes.
-2V2+1=0 (1)
Afin de ramener (1) a une équation du second dégré posons :
Z=7"= (l)devient Z>—ZJ2+1=0 ()
ol a=1 b=—2 c=1
A=b —4azc=(—\/§)2—(4-1.1)=2—4=—2=2i2

=—b+x/Z:x/§+i\/§=x/§+i\/5

Zl
Da 2 2 2
g _"b=VA_V2-i2 2 i2
27 2a 2 2 2
2 2 V2 2
Z ="y et Z,=-"-"F%
2 2 2 2

Z, et Z, sont, ici, sous leur forme algébrique : a+ib

Exprimons les sous leur forme trigonométrique : r(cos@+isin6)

oll r:‘\/a2 + b’

AL
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« 2

b 2 I
= =

Pour Z, : cosf=—= sinf=—= 0=— [2n]
r 2 r 2 4

PourZzzcosezgzﬁ sint9=2=—£=>9=—E [27]
r 2 r 2 4

I . 11 IT) . . I1
Z =cos—+isin— et Z,=cos| —— |+isin| ——
- 4 4 -

Selon la formule de Moivre :

Z"=r"(cosnO+isinnf) (3)

1 1
Z=7" = z=tJZ = z,=2% et z'\=-7Z% (3)devient:

1 1 n) (1 n) ( T n)
z. =|1%|| cos| —-— | +i-sin| —-— =\/I COS—+1-sin—
: [ (2 4 2 4 ‘ ‘ 8 8
Z —cos£+isinE et 7' ——(cos£+isinz) I'opposé de z
1 g Ay 1 g S pp 1
, T Or
:>arg(z1):arg(z)+n=§+n=? [27]

T, . T , o0 . . 9m;
11:COS§+1‘SIH§ et zlzcos?ﬂ-sm—

De méme que :

Z —cos(—gj+i-sin(—£) et 7', =— cos(—£j+i-sin(—£)
2 8 8 ? 8 8

( n) . ( n) , n . . Ix
7, =cos| —= |+i-sin| —— | et z',=cos—+i-sin—
8 8 8 8

Page 2/20



Baccalauréat Mathématiques et Technique - Aix-Marseille juin 1967 - Epreuve de Mathématique

En conclusion, z"* — 2N2+1=0 possede les 4 racines suivantes :

et o
§ 72 (1,7711/8) ‘s 21 (1,11/8)
0
t L 4 >
0 1

-1

©2'1(1,9m/8)

¢ 22 (1,-11/8)
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II. — Etant donné deux cercles, (C) et (C'), de
rayons R et R’, tangents extérieurement en A,
déterminer I'inversion (pole et puissance) qui transforme
le cercle (C) en une droite (d) tangente a (C') et le
cercle (C') en une droite (d') tangente & (C).

En déduire la construction de deux cercles, (I') et (IV),
orthogonaux, tangents tous deux aux cercles (C) et (C').

II-a. Détermination de I (O, p)

Rappels : I’inversion I, de p6le d'inversion O (point fixe) et de puissance p (réel non
nul), est la transformation qui a tout point M, distinct de O, fait correspondre un point
inverse M’ situé sur OM tel que :

e p=OM-OM’ ou OM et OM’ sont orientées.

e p>0= OM et OM’ ont méme sens et M et M’ sont d’'un méme c6té de O.

e p<0=0OM et OM’ sont de sens opposé et M et M’ sont de part et d’autre de O.

L'inverse d’un cercle passant par le pole d'inversion est une droite parallele a la
tangente au cercle au point d’inversion.

d' A d

Solution : (C) et (C’) passent tous les deux par le centre de I’inversion recherchée
puisque leur transformée est une droite. Puisque (C) et (C’) sont extérieurement
tangents, ils ont donc ce point commun comme point de contact. A est donc le pole de
I’inversion recherchée. Par ailleurs, B € (C) est transformé en B’ € d parallele a A.

D’oll : p=AB-AB’=- (2R) - (2R’) = - 4 RR’

L’inversion recherchée est donc : |7 (A, 4R - R’)
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I1-b. Construction : dans ce qui suit, les points A, B et B’ deviennent P’, P et Q.

Rappels : si 2 cercles sécants (I') et (I')” sont orthogonaux, le diametre de 1’un, ici (I')

est divisé harmoniquement par le diametre de 1’autre, ici (I'”). Sur notre figure :

OP*> =0Q* =0P"-0Q'

Solution : pour que (I') et (I')’ soient tangents tous deux a (C) et (C)’:

o (I') passe par P et Q. Son centre O est le point milieu de [PQ].

o (I')’ passe par P’. Son centre O’ est le milieu de [P’Q’]. Calculons son rayon :

p= PO~ P'Q' _0Q'-OP'
2 2
L 00* 1
“20P' 2
Sur notre figure :
25 1
Pyl
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ITI. —1° Soit m un parametre réel sirictement positif.
a) On considére les polyndmes

et Q (z) = mxz—1. Pour quelle valeur de m le poly-
néme P (z) est-il divisible par Q(z)?

II1-1a. Détermination de la valeur de m

P(x) est un trinbme du second degré.

Q) est un bindme du premier degré.

Si P(x) est divisible par Q) alors :

x> +mx—2=(mx—1)-(bx—a)

P(x) = 2% + mz — 2

avec: ac€lR et belR

x>+ mx—2=mbx* —amx—bx+a

x> +mx—2=mbx’—x-(am+b)+a

En identifiant terme a terme 1'équation :

-2=a soit a=-2

me—x-(am+b) soit m=—am—bz>m(a+1)=—b

-b -b

m= soit m=»b

_a+1=—2+1

bmx’>=x*> soit mb=1 etcomme m=b

m*=1 ou |m*=1=0

Conclusion

(m+1)-(m—1)=0 => m=-1 et m=1

Comme m >0, seule

m=1

est retenue.

Ainsi,avec m=b=1 et a=-2 ona:

Pl(X)

Pour m=1 : F_ est divible par O

Vérifions

[)l(x)

| P
Soit |[—“L = x+2
1(x)
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b) On suppose, dans toute la suite du probléme, que m,
qui reste strictement positif, est différent de 1. Soit f
. s A tone 1
la fonction définie, pour z réel différent de -, par
m

xz—f—m@—Z.
mx —1

fla) =

(Les candidats habitués & la notation

_ ot mo—2
y= mx —1

pourront, s’ils le désirent, utiliser cette derniére notation.)
On désigne par C, la courbe représentative par rap-
port & un repére orthonormé 20y, de la fonction f
correspondant 4 la valeur m du parameétre. Calculer la
dérivée de f. Pour quelles valeurs de m la fonction f
admet-elle un maximum (relatif)? Construire C, et C 1
2

(on ne demande pas la construction de C, dans le cas
général). Montrer que les courbes C,, passent par trois
points fixes.

Calcul de la dérivée
‘rmx—-2 u
fy="TrE sl
mx—1 %
\ u'v—v'u (2x+m)(mx—1)—m(x2+mx—2)
f(x): 2 = 2
: (mx—1)
f,(x)_2mx2—2x+m2x—m—mx2—m2x+2m
(mx—1)°
2
- 1
f‘(x)zmx 2x-|;m pour x #—
(me=1) m

Valeurs de m

f'(x)=0 si et seulement si: mx’—2x+m=0
Ou:a=m; b'=—1;, c=m
A=b"—ac=1-m?>=(1+m)(1-m)

f'x)=0 pour m=-1 et m=1

valeurs de m pour lesquelles f(x) admet un

maximum relatif puisque : m >0 et m#1
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Construction de C,

24+2x-2
Si m=2= f(x)="—2_%
2x—1
Domaine de définition de f, (x)
1

f,(x) est définie et continue pour x € }—oo ; 5[ U }— ; + oo[

Détermination du(es) maximun de f, (x)

Lo 2xP=2x+2
f 2(x)_ (2)(,'—1)2

fL(x)=0 si: x’=x+1=0 ol a=1; b'=-1; c=1

A=b"—ac=1-4=-3= A<0= pas de racine, donc

T pour x # —
P 2

f,(x) n'admet pas de maximum.

Variation de f, (x) : recherche du signe de f', (x)

— au dénominateur (2x—1) est toujours positif
— le numérateur est du signe de "a" donc positif

— f',(x) est toujours positive, et f,(x) croissante pour :
J==3l v i
XE | —o0; —| U | —; 400
2 2

Détermination des limites de f, (x)

2 2 2 2
2 e ——
x2+2x—2_x (1+x xzjz 1+;_?

X
x)= = —
L) 2x—1 1 2 s
2x| 1—— 1-
2x 2x
22
Six =+ o= X lx —let fLx)—=
1——
2x

Six——c0 = f,(x) > —o0

Six =4 = f,(x) = +oo

Page 8/20



Baccalauréat Mathématiques et Technique - Aix-Marseille juin 1967 - Epreuve de Mathématique

1 3
o 1 Aty
Slx%E par valeurs < 5:>f2(x)% = = 0
1 1 i“_z _2
SIX%E par valeurs > E:fz(x)% 0 = 0

Six— % par valeurs <% = f,(x) = +oo

Six— % par valeurs > % = fo(x) = —o0

Tableau de variations de f(x)

o &1 C

+00

Points particuliers

Point A six=0= £,(0)=2

si x°+2x-2=0= £,(x)=0
a=1:b'=-1;¢c=-2 4
A=b"—ac=>A=1+2=3

PointB six=—1-+/3= f£,(x)=0 | *
Point C six=—1++/3= f,(x)=0
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Construction de C,
2

x2+lx—2
lx—l
2

Domaine de définition de S, (%)

2

Sim=%:> fl(x)=

[ (x) est définie et continue pour x € |—eo ; 2[ U |2 5 + oo

2

Détermination du(es) maximun de f" 1 (x)
2

1 1
—x’=2x+—

f'l(x)=2 . 2 pourx#2
R
2

.1, 1
"(x)=0 s1: —x"—2x+—=0
f%() 5 5

1
ol a=— ; b'=-1; c=l

2 2
A=b"—ac=1-—===A>0= 2 racines

3
I+,
X, = 4:2(1+§)=2+\/§:3,73

1
2
-3
X, = 14=2£1+§):2—\/§=0,27
2
) V3
(2+\/§) +%(2+\/§)_2 (4+4x/§+3)+[1+2 -2
fl(xl): 1 - \/g
2 5(2+\/§)—1 (1+2J_1
6*%‘5 12493 124/3+27 5
f;(xl) 7 7 3 9+4+/3=15,93

2
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(2—\/§)Z+;(2—\/§)—2_ 4—4\/§+3+1—‘/2§—2

fl(xz): =
2 ;(2—\/5)—1 1_ﬁ_1
2
9
6-—-~3
0TV 12-9V3 1243427 ~
f%(xz)— N N 3 ~9-4J3=2,07

2

f,(x,) admet 2 "maximum" :
2

Point D (2—J§;9—4J§)
Point E (2+J§;9+4J§)

Détermination des limites de f, (x)

1 2
x2+lx—2 x2(1+———2) 1+i—£
=2

fy=— 2= B X oy 2x
! 1 1( 2) 2
’ ~x—1 —x[1-= 1-=
2 2 X X
1+1—22
Six— o= | —2A 51 et f,(x)—>2x
1-= 3
X _
Six— —oo :>fl(.X')%—oo
Six— 4e0 :>f](.X)%+c>o
Si x — 2 par valeurs < 2 = f, (x) > 4+01__2 :Oi‘
2
Si x — 2 par valeurs > 2 = f, (x) > 4+01+_2 ZO%

2

Six— 2 par valeurs <2 = f, (x) = —o0
2

Six — 2 par valeurs > 2 = f| (x) = +o0
2
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Variation de f (x) : recherche du signe de f' (x)

2

2

2
( : 1 : o
— au dénominateur (Ex — 1) est toujours positif

: . |
— le signe du numérateur est celui de Exz —-2x+—=

— le signe de /' (x) est donc celui de Exz —-2x+ 5

2

Tableau de variation de f, (x)

1

2
|

r |—oo 2 -3 2 V3+2 400
f'(z) + 0 - - 0 n
f(z)

9—4-4/3 400 +40C
—oo/ \‘—oo‘ \4-\/3+9/

Calcul des points particuliers

Point A six=0= f,(0)=2
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Points particuliers

Point F si x=—%(1+\/§):>fl (x)=0
2

Point G si x:—i(l—@):fl(x):O
2

N 1

25

15

|
20 1

|
10

f'(x) pour m=1/2 A D

R

-15 10 5 0 ‘

o\

I
| :
. /e
I
I

- l-
.III.
.
N

Courbe de f()I{

i!;:l}ojur m=1/2

Page 13/20



Baccalauréat Mathématiques et Technique - Aix-Marseille juin 1967 - Epreuve de Mathématique

Cm passent par 3 points fixes

0.5

Courbe de/f(x) pour m=1/2 (partie basse)

On observe que C, et C, ont 3 points d'intersection :
2

HEL;1) AQO;2) e 101351

Calcul du point A

X +mx—2 -2
mx—1 - 1 B

Calcul des points H et I

st x=0= f(x)= 2

Posons ke R. Si Vm, f(x)=k les courbes C, passeront par

x2+mx—2_

les valeurs de x vérifiant I'équation : k

mx—1
x2+mx—2=k(mx—1)=kmx—k
x2+x(m—km)—2+k=0

Si m—km=0=k="=1 puisque m#0
m

ilreste: x>’=24+1=0 ou x’—1=0 ou (x—1)-(x+1)=0
Conclusion : Vm

six=—1= f(x)=1 PointH
six=0= f(x)=2 Point A
six=1= f(x)=1 Point I
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20 Soit y = kx D’équation d’une droite D, passant
par O. Etablir Péquation dont les racines sont les
abscisses des points d’intersection de C, et de D,.
Comment doit-on choisir m pour que toutes les droites
D, coupent C,?

Equation et abscisses des points d'intersection
Aux points d'intersection entre y=kx et C, ona:
2
X" +mx—2
LI S
mx—1
2
x*+mx—2=kx(mx—1)

X 4+mx—2—kmx*+kx=0

xz(l—km)+x(m+k)—2=0

Choix de m
Les racines de cette équation sont les abscisses des points

d'intersection de D, et de C,, si et seulement si son A =0
A=(m+k) +8(1—km)

A=m’+2km+k>+8—8km

A=m’—6km+k>+8

A s'exprime sous la forme : ax” +bx+c

Ou m estlavariable, a=1:; b'=-3k : c=k*+8

0 =9k —(k*+8)=9k"—k’ -8 =8k’ -8 =8(k" - 1)

m, =3k+./8(k*-1)

m, =3k—[8(k*-1)
A est de signe négatif, celui de "-a", entre : m, et m,

A est de signe positif, celui de "a", ailleurs.

Conclusion

Toutes les droites D, coupent donc C, si et seulement si :

me}O; 3k — S(kz—l)}u[3k+,/8(k2—1); +oo[—{1}
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3° On se donne un point M, distinet de O, de coor-
données z; et y, eton écrit les équations paramétriques
de la droite OM,; sous la forme

PR MR 1
142 (NEDY

Donner une signification géométrique du parameétre A.

Montrer que, pour que le point de parametre A appar-
tienne a C,, il faut et il suffit que A soit solution d’une
équation du second degré, qu'on établira. :

Quelle inégalité m doit-il vérifier pour qu’un des points
d’intersection, et un seul, appartienne au segment OM,?

f(x) pour m=2

f(x) pour m=1/2

Signification de A

Soit M (x, y) un point de la droite OM,

x=-—1
1+ 2
X+Ax=x, 2> Ax=x,—x
_X—x_MM, MM,
x—0 OM MO

=x(1+1)=x
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MM,
MO

-1

A est le nombre réel égal au rapport de MM, et MO.

MM, +AMO =0

Comme M, et O sont distincts, M est le barycentre du
systeme {(M » D (O, /”t)} les points pondérés M, et O

affectés respectivement des coefficients 1 et A.

A est le coefficient (ou le poids) de O

A solution d'une équation du second degré

Comme nous l'avons vu a la question précédente,
a I'intersection de y=kx etde C, ona:
x*(1=km)+x(m+k)-2=0

xl
1+A
Remplagons x par sa valeur :

[L} (1= tm)+ 5K 5

Comme M eOM, = x=

1+4 1+ 4
xlz(l—km)+x1(m+k)
(1+A) (1+2)
xlz(l—km)+x1(m+k)(1+l)—2(1+l)2:0

x> (1=km)+x,(m+k)+ Ax,(m+k)=2(1+ A1) =0
Posons : x> (1—km)+x,(m+k)=K,
2(1+A)" + Ax,(m+k)+ K, =0
21424+ %)+ Ax, (m+k)+K, =0
2A%+Ax,(m+k)-4A+K,-2=0

N+ A x,(m+k)-4]+K, -2=0

Posons: a=-2 b=x(m+k)-4 c=K, -2

Il reste ;

-2=0

al>+bAl+c=0
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Inégalité que m doit vérifier

Condition 1 :

——=-=-1 nous indique que si |4 >0
MO

MM, et MO sont de sens opposé et donc que le point

M se situe entre les points O et M.

Condition 2 :

Pour qu'un des points d'intersection et un seul
appartienne au segment OM, il faut que I'équation :
x*(1—km)+x(m+k)—2=0

n'admette qu'une seule racine, la racine double :

r=—2 avec a=(1-km) et b=(m+k)
2a
_—(m+k)
2(1—km)
X X
Comme M eOM, = x=——-=1+1=~
1+4 X
A=21
X

Or, 1>0 donc —1>0=2L>]
X X

soit x, > x
—(m+k)
2(1—km)
2x,(1—km)>—(m+k)
2x, = 2kxm >—-m—k
m—2kxm>—k—2x,
m(1-2kx,)>—k—2x,
S —k—2x,
1—2kx,
k+2x,
2kx, -1

x, >

m

m>
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4° On se donne un nombre réel, @, et ’on considére
une courbe C, correspondant & une valeur m < 1.
Quel est ensemble A des points M; tels que la
droite OM,; coupe (, en deux points M’ et M’ et que

MM, MM, _ .
MO MO ;

Montrer que, si m varie el s1 a reste fixe, A
par un pomt fixe.

n passe

Ensemble A = des points M

M'M, M"M, _

M'O

=a
M"O

M'O+0OM, +M"0+0M1 _4

M'O MO
oM,

OMI —

=da

+1+
!0 MHO

2+OM1( ! + ! j:a

M'O M"O
a-?2
M. =
(o)
+
M'O M"O
Remplacons OM,, M 'O et M "O par leurs abscisses :
a—?2 2—a x'x"
X = _l_i - X'+ x" _(z_a)x,_'_x”
.Xf' xn x!x"
P
x,=2-a) 5

P = Produit et S = Somme des racines de :
xz(l—km)+x(m+k)—2=0

qui ramenée a sa forme : x> —Sx+ P =0 donne :

X"+

2

X — =
1-km 1-km

m+k 2

=0 pour 1-km=#0

x' et x"= abscisses des points d'intersection
de C, et y=kx. Ici, de la droite OM,

P=——— e §=

2 _m+k

1—km 1—km
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2
2
X =02~ a)—-(z a)—L=km 1 =(2-a)
m+k
l—km
x1=4_2a avec k=21 et O<m<lI
m+k X,
4—-2a
X, =
W
‘xl

mx,+y,=4-2a = y+mx+2a—-4=0

: 1
pour 1-km=#0 soit km#1 ou DANPLS

X, m

I'ensemble A des points M, est la droite :
y,tmx,+2a-4=0

Point fixe pour a=constante et 0O<m<]1

Vm six,=0 = y=2a-4

A,, passera donc toujours par M, (0 , 2a—4)
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